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АННОТАЦИЯ 

Сильной реберной раскраской графа G называется отображение 𝜙:𝐸ሺGሻ → 𝑁, при котором любые два ребра, находящиеся на расс-
тоянии меньше двух, получают различные цвета. Минимальное ко-
личество цветов, необходимое для такого раскрашивания, называет-
ся «сильным хроматическим индексом графа 𝐺» и обозначается как χ௦ᇱ ሺ𝐺ሻ. 1993 году Брюальди и Масси выдвинули гипотезу о том, что 
для любого двудольного графа G справедливо неравенство 𝜒௦ᇱሺ𝐺ሻ ≤𝑎𝑏, где 𝑎 – максимальная степень вершины в одной доле, а 𝑏 – мак-
симальная степень вершины в другой доле. В данной работе дока-
зывается справедливость этой гипотезы для регулярных двудоль-
ных графов 𝐺 при Δሺ𝐺ሻ ≤ 5, а также для ряда би-регулярных дву-
дольных графов, обладающих особой факторизацией. 
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Введение  

В данной работе рассматриваются только конечные графы. Для 
не определенных в этой работе понятий и обозначений мы используем 
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книгу Уеста [1]. Множество вершин и множество ребер графа 𝐺 обо-
значается через 𝑉ሺ𝐺ሻ и 𝐸ሺ𝐺ሻ, соответственно. Степень вершины        𝑣 ∈ 𝑉ሺ𝐺ሻ обозначается через 𝑑ீሺ𝑣ሻ, а максимальная из степеней вер-
шин графа 𝐺 – как Δሺ𝐺ሻ․ Хроматическое число графа 𝐺 обозначается 
через 𝜒ሺ𝐺ሻ. Подграф графа 𝐺, порожденный вершинами 𝑉ᇱ ⊆ 𝑉ሺ𝐺ሻ, 
обозначается через 𝐺[𝑉ᇱ]. Граф называется регулярным, если степени 
всех вершин равны. Граф G называется двудольным, если 𝑉(𝐺) можно 
разбить на две части так, что каждое ребро соединяет вершину из од-
ной части с вершиной другой части (доли). В дальнейшем мы будем 
использовать обозначение (𝑋,𝑌,𝐸) для двудольного графа 𝐺, где 𝑋 и 𝑌 доли графа 𝐺, a 𝐸 – множество ребер 𝐺. Скажем, что двудольный 
граф 𝐺 = (𝑋,𝑌,𝐸) является (𝑎, 𝑏)-двудольным, если максимальная сте-
пень вершины из 𝑋 равняется 𝑎, а максимальная степень вершины из 𝑌 равняется 𝑏. (𝑎, 𝑏)-двудольный граф 𝐺 = (𝑋,𝑌,𝐸) называется бире-
гулярным, если все степени вершин из 𝑋 равны 𝑎, и все степени вер-
шин из 𝑌 равны 𝑏. (𝑎, 𝑏)-двудольный граф 𝐺 = (𝑋,𝑌,𝐸) называется 
почти бирегулярным, если все степени вершин из 𝑋 равны 𝑎, а степени 
вершин из 𝑌 равны 𝑎 или 𝑏. Операция над графом 𝐺, при котором уда-
ляется ребро (𝑣,𝑢) ∈ 𝐸(𝐺), и отождествляются вершины 𝑣 и 𝑢, назы-
вается стягивание ребра (𝑣,𝑢). Скажем, что граф 𝐻 является минором 
графа 𝐺, если из графа 𝐺 можно получить граф 𝐻 удалением ребер, 
вершин и стягиванием ребер. Сильной реберной раскраской графа G 
называется «отображение 𝜙:𝐸(G) → 𝑁», при котором любые два реб-
ра, находящиеся на расстоянии меньше двух, получают различные 
цвета. Минимальное количество цветов, необходимое для такого раск-
рашивания, называется сильным хроматическим индексом графа 𝐺 и 
обозначается как χ௦ᇱ (𝐺). Сильные реберные раскраски ввели Фуке и 
Жоливье в 1983 году [2]. В 1985, во время семинара в Праге, Эрдешь 
и Нешетриль выдвенули следующую гипотезу. 

 
Гипотеза 1. Для любого графа 𝐺 справедливо неравенство:  

𝜒௦ᇱ(𝐺) ≤ ൞ 54Δ(𝐺)ଶ, если Δ(G) четное,14 (5Δ(𝐺)ଶ − 2Δ(𝐺) + 1), если Δ(G) нечетное. 
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В 1992 и 1993 годах Андерсен и Хорак, независимо друг от друга, 
доказали, что гипотеза верна для графов G с Δ(𝐺) = 3 [3, 4]. В 2006 
году Кранстон [5] доказал, что 𝜒௦ᇱ(𝐺) ≤ 22 для графов 𝐺 с Δ(𝐺) = 4, а 
в 2018 году оценка была улучшена до χ௦ᇱ (𝐺) ≤ 21 [6]. На сегодняшний 
день Гипотеза 1 остается открытой для графов 𝐺 с Δ(𝐺) ≥ 4. Также 
известно, что χ௦ᇱ (𝐺) ≤ 1.772Δ(𝐺)ଶ для графов 𝐺 с достаточно большим Δ(𝐺) [7]. В 1993 году Брюальди и Масси выдвенули следующую гипо-
тезу о сильных реберных раскрасках двудольных графов.  

 
Гипотеза 2. Для любого (𝑎, 𝑏)-двудольного графа 𝐺 справедливо 

неравенство: 𝜒௦ᇱ(𝐺) ≤ 𝑎𝑏. 
Гипотезу 2 удалось доказать только в следующих частных слу-

чаях [8, 9].  
 
Теорема 1 (Накпрасит). Для любого (2, 𝑟)-двудольного графа 𝐺 

справедливо неравенство: 𝜒௦ᇱ(𝐺) ≤ 2𝑟. 
 
Теорема 2 (Хуанг, Ю, Жоу). Для любого (3, 𝑟)-двудольного гра-

фа 𝐺 справедливо неравенство: 𝜒௦ᇱ(𝐺) ≤ 3𝑟. 
 
Основные результаты 
 
Вначале мы рассмотрим сильные реберные раскраски регуляр-

ных двудольных графов, максимальная степень которых не превосхо-
дит 5.  

 
Определение 1. Подмножество ребер 𝑀 графа 𝐺 называется па-

росочетанием, если любые два ребра из 𝑀 не имеют общей вершины. 
 
Определение 2. Паросочетание 𝑀 графа 𝐺 называется совер-

шенным, если ребра из 𝑀 покрывают все вершины 𝐺.  
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Теорема 3. Для любого регулярного двудольного графа 𝐺, для ко-
торого 𝐾௱(ீ)ାଵ не является минором и 𝛥(𝐺) ≤ 5, имеет место следу-
ющее неравенство: 𝜒௦ᇱ(𝐺) ≤ Δ(𝐺)ଶ. 

Доказательство. Поскольку 𝐺 является регулярным двудоль-
ным графом, существуют 𝑀ଵ,𝑀ଶ, … ,𝑀୼(ீ) совершенные паросочета-
ние – такие, что для любой пары 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ Δ(𝐺), 𝑀௜ ∩ 𝑀௝ = ∅ и 𝑀ଵ ∪𝑀ଶ ∪ …∪𝑀୼(ீ) =  𝐸. Рассмотрим графы 𝐺௜ (1 ≤ 𝑖 ≤ Δ(𝐺)), которые 
получаются из графа 𝐺 – стягиванием ребер из 𝑀௜. Для ребра (𝑥, 𝑦) ∈𝑀௜ (1 ≤ 𝑖 ≤ Δ(𝐺)), обозначим через 𝑣(௫,௬) вершину графа 𝐺௜, которое 
образуется стягиванием ребра (𝑥,𝑦). Так как 𝐾௱(ீ)ାଵ не является ми-
нором 𝐺, 𝐾௱(ீ)ାଵ, также не является минором для 𝐺௜ (1 ≤ 𝑖 ≤ Δ(𝐺)). Из 
результатов о правильных вершинных раскрасках [10, 11] следует, что 
для любого графа 𝐺௜ (1 ≤ 𝑖 ≤ Δ(𝐺)) существует правильная вершин-
ная раскраска 𝑓௜ цветами 1, 2, … ,Δ(𝐺).  

Определим реберную раскраску 𝜙 графа 𝐺 следующим образом: 
ребро (𝑥,𝑦) ∈ 𝑀௜ (1 ≤ 𝑖 ≤ Δ(𝐺)) красим цветом Δ(𝐺)(𝑖 − 1) + 𝑓௜(𝑣(௫,௬)).  

Рассмотрим произвольные ребра (𝑥,𝑦), (𝑥ᇱ, 𝑦ᇱ) ∈ 𝐸 – такие, что 𝜙((𝑥, 𝑦)) =  𝜙((𝑥ᇱ,𝑦ᇱ)). Очевидно, что ребра (𝑥, 𝑦) и (𝑥ᇱ, 𝑦′) принад-
лежат одному паросочетанию 𝑀௞ (𝑘 ∈ [1,Δ(𝐺)]). Из построения 𝜙 сле-
дует, что 𝑓௞൫𝑣(௫,௬)൯ = 𝑓௞(𝑣(௫ᇱ,௬ᇱ)). Получаем, что 𝑑ீೖ ቀ𝑣(௫,௬), 𝑣൫௫ᇲ,௬ᇲ൯ቁ ≥ 2. 
Следовательно, ребра (𝑥,𝑦) и (𝑥ᇱ,𝑦′) также находятся на расстоянии 
не менее 2 в графе 𝐺. Так как выбор ребер (𝑥, 𝑦) и (𝑥ᇱ, 𝑦′) был произ-
вольным, 𝜙 является сильной реберной раскраской графа 𝐺 и исполь-
зует Δ(𝐺)ଶ цветов. 

Далее, рассмотрим сильные реберные раскраски двудольных 
графов, которые обладают особой факторизацией. Для следующей 
леммы нам понадобиться классический результат из теории фактори-
заций.  

 

Определение 3. Граф 𝐺 называется «псевдографом», если в нем 
допускаются кратные ребра и петли (ребра соединяющие вершину с 
собой). 
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Теорема 4 (Петерсен). Любой 2𝑟-регулярный псевдограф 𝐺 раз-
лагается на 𝑟 непересекающихся 2-факторов. 

 

Лемма 1. Для любого (2, 2𝑟)-почти бирегулярного двудольного 
графа 𝐺 = (𝑋,𝑌,𝐸) существует разложение на 𝐹ଵ,𝐹ଶ, … ,𝐹௥ подграфы 
– такое, что: 

a) 𝐸(𝐹ଵ) ∪ 𝐸(𝐹ଶ) ∪ …∪ 𝐸(𝐹௥) =  𝐸(𝐺), 
b) Для любой пары 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑟, 𝐸(𝐹௜) ∩ 𝐸൫𝐹௝൯ = ∅, 
c) Для лобого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, 𝐹௜ является 2-регулярным, 
d) Для лобого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, 𝐹௜ = 𝐺[𝑉(𝐹௜)]. 
Доказательство. Рассмотрим 2𝑟-регулярный псевдограф 𝐺′, ко-

торый получается из 𝐺 – добавлением петель. По Теореме 4, граф 𝐺’ 
разлагается на 𝐹′ଵ,𝐹′ଶ, … ,𝐹′௥ 2-факторы. Легко заметить, что для лю-
бой вершины 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺ᇱ), где 𝑑ீ(𝑣) = 2 – смежные ребра 𝑣, отличные 
от петель, принадлежат одному и тому же 2-фактору, и более того – 
одной и той же компоненте связности из этого 2-фактора.  
Построим подграфы 𝐹௜ (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟) графа 𝐺 из 2-факторов 𝐹௜ᇱ – удаляя 
петли и появившиеся изолированные вершины. 
Очевидно, что подграфы 𝐹ଵ,𝐹ଶ, … ,𝐹௥ удовлетворяют условиям леммы 
a), b), и c). Обоснуем, что условие d) также выполняется. Пусть 𝐹௜ =(𝑋௜ ,𝑌௜ ,𝐸௜), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟. Так как все смежные ребра любой вершины 𝑥 ∈𝑋௜ (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟) принадлежат подграфу 𝐹௜, подграф, порожденный вер-
шинами 𝑋௜ ∪ 𝑌௜ , совпадет с 𝐹௜ . 

 
Лемма 2. Для любого (2, 2𝑟)-почти бирегулярного графа           𝐺 =(𝑋,𝑌,𝐸) справедливо неравенство: 𝜒௦ᇱ(𝐺) ≤ 4𝑟. 
Доказательство. Для графа 𝐺 существует разложение на подграфы 𝐹ଵ,𝐹ଶ, … ,𝐹௥, удовлетворяющие условиям Леммы 1. Так как  𝐹௜ (1 ≤ 𝑖 ≤𝑟) 2-регулярен, для него существует сильная реберная раскраска 4 цве-
тами.  
Определим реберную раскраску 𝜙 графа 𝐺 следующим образом: для 
каждого числа 𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟), красим 𝐹௜ используя цвета 4(𝑖 − 1) + 1, 4(𝑖 − 1) +  2, 4(𝑖 − 1) +  3, 4𝑖.  
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Рассмотрим произвольные ребра (𝑥,𝑦), (𝑥ᇱ,𝑦ᇱ) ∈ 𝐸(𝐺) – такие, что 𝜙൫(𝑥, 𝑦)൯ =  𝜙((𝑥ᇱ, 𝑦′)). По построению 𝜙, эти ребра принадлежат од-
ному и тому же подграфу 𝐹௞ (𝑘 ∈ [1, 𝑟]). Если в графе 𝐺 существует 
ребро (𝑥,𝑦ᇱ) или ребро (𝑥ᇱ, 𝑦), то, по условию d) Леммы 1, это ребро 
также принадлежит подграфу 𝐹௞, что противоречит построению рас-
краски для данного подграфа. Следовательно, 𝜙 является сильной ре-
берной раскраской графа 𝐺 и использует 4𝑟 цвета. 
Результат Леммы 2 также следует из Теоремы 1, однако, в отличие от 
доказательства Теоремы 1, доказательство Леммы 2 предлагает поли-
номиальный алгоритм для построения сильных реберных раскрасок (2, 2𝑟)-почти бирегулярных графов.  
 
Теорема 5. Для любого (2𝑙, 2𝑟)-бирегулярного графа 𝐺, который раз-
лагается на 𝑟 (2𝑙, 2)-бирегулярных подграфов, справедливо нера-
венство: 𝜒௦ᇱ(𝐺) ≤ 4𝑙𝑟. 
Доказательство. Пусть 𝐺ଵ,𝐺ଶ, … ,𝐺௥ (2𝑙, 2)-бирегулярные подграфы 
являются разложением 𝐺. По Лемме 2, для каждого подграфа 𝐺௜ (1 ≤𝑖 ≤ 𝑟) существует сильная реберная раскраска в 2𝑙 цвета. 
Определим реберную раскраску 𝜙 графа 𝐺 следующим образом: каж-
дый подграф G௜ (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟) красим используя цвета 2𝑙(𝑖 − 1) ++ 1, 2𝑙(𝑖 − 1) +  2, … , 2𝑙𝑖. 
Так как для каждого подграфа используется сильная реберная раскрас-
ка непересекающимися цветами, и любой путь, соединяющий ребра из 
одного подграфа и проходящий через ребра других подграфов, имеет 
длину не менее 2, 𝜙 является сильной реберной раскраской графа 𝐺 и 
использует 4𝑙𝑟 цветов. 
 

Заключение 
 
Вначале мы показали верхнюю оценку для сильного хроматичес-

кого индекса регулярных двудольных графов, когда максимальная 
степень не превосходит 5. Далее, мы рассмотрели разложение (2, 2𝑟) 
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почти бирегулярных графов на подграфы и построили сильные ребер-
ные раскраски для (2, 2𝑟)-почти бирегулярных графов, используя по-
лученное свойство. В конце мы установили верхнюю оценку для силь-
ного хроматического индекса (2𝑙, 2𝑟)-бирегулярных графов, обладаю-
щих особой факторизацией. Полученные в данной работе результаты 
подтверждают гипотезу Брюальди-Масси в ряде частных случаев.  
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ON STRONG EDGE-COLORINGS OF BIPARTITE GRAPHS 
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ABSTRACT 

A strong edge coloring of a graph G is a mapping ϕ: E(G) → N such that any 
two edges at distance less than two receive distinct colors. The minimum number of 
colors required for such a coloring is called the strong chromatic index of G and 
denoted by 𝜒ᇱ (𝐺). In 1993, Brualdi and Massey conjectured that for any bipartite graph 𝐺 holds 𝜒ᇱ (𝐺) ≤ 𝑎𝑏, where 𝑎 is the maximum vertex degree in one partition, and 𝑏 
is the maximum vertex degree in the other partition. In this paper we prove the validity 
of the conjecture for regular bipartite graphs 𝐺 with Δ(𝐺) ≤ 5 and for biregular 
bipartite graphs with special factorizations. 

Keywords: edge-coloring, strong edge-coloring, strong chromatic index, 
bipartite graphs. 


