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МОДИФИКАЦИЯ ФИЛЬТРА КАЛМАНА ДЛЯ 
ПОЛЯРНЫХ И СФЕРИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

КООРДИНАТ 

А.А. Дарбинян1,2, А.Р. Акопян1 

1Российско-Армянский университет 
2 Boo Visior Technologies 

АННОТАЦИЯ 

При измерении позиции объекта радаром возникает вопрос о точ-
ности измерения. Чтобы минимизировать ошибку измерения, исполь-
зуется Фильтр Калмана. Для этого необходимо, чтобы измерение бы-
ло бы выполнено в Декартовых системах координат, но большинство 
радаров измеряют позицию в полярных или сферических системах 
координат и возникает вопрос о линеаризации модели измерения. Ра-
нее для этого была использована формула Тейлора. В этой же статье 
будет рассмотрен метод минимизации ошибки линеаризации. 

Ключевые слова: Фильтр, Калман, Полярные, Сферические, 
Модификация.

1. Введение
Обозначения:ℝ௡ – ݊-мерное вещественное векторное пространство,



Модификация фильтра Калмана для полярных и сферических систем координат 6ܥ(ॿ) – множество всех непрерывных функций на множестве ॿ ⊂ ℝ௡, ݔܯ и ݔܦ – математическое ожидание и дисперсия вещественной 
случайной величины ݔ)ݒ݋ܥ ,ݔ, -ковариация между вещественными случайными перемен – (ݕ
ными ݔ и (ܣ)ݎݐ ,ݕ – след квадратичной матрицы ்ܣ ,ܣ – транспонированная матрица ܫ ,ܣ – единичная матрица. 

Пусть ܺ – вектор, состоящий из ݊ случайных величин: ܺ =  ൮ݔଵݔଶ⋮ݔ௡൲. 

Будем обозначать его математическое ожидание и ковариацион-
ную матрицу через, соответственно, 

[ܺ]ܯ ≔  ൮ݔܯଵݔܯଶ⋮ݔܯ௡൲   и   ݒ݋ܥ[ܺ] ≔
൮ݔ)ݒ݋ܥଵ, (ଵݔ ,ଵݔ)ݒ݋ܥ (ଶݔ ⋯ ,ଵݔ)ݒ݋ܥ ,ଶݔ)ݒ݋ܥ(௡ݔ (ଵݔ ,ଶݔ)ݒ݋ܥ (ଶݔ ⋯ ,ଶݔ)ݒ݋ܥ ⋮(௡ݔ ⋮ ⋱ ,௡ݔ)ݒ݋ܥ⋮ (ଵݔ ,௡ݔ)ݒ݋ܥ (ଶݔ ⋯ ,௡ݔ)ݒ݋ܥ  .௡)൲ݔ

 
Постановка задачи:          

Допустим, имеем некоторый движущийся объект в ℝ௡ с задан-
ной моделью: ܺ௞ାଵ ≔ ௞ܺ௞ܨ + ௞ܩ ௞ܹ,              (1.1) 
 
где ܺ ௞ ∈ ℝ௡ k-я – позиция вектора состояния, ܨ௞-݊ × ݊ – вещественная 
матрица, ܩ௞- ݊ × ݉  – вещественная матрица и ௞ܹ  – ݉-мерный Гаус-
совский случайный вектор для которого ܯ[ ௞ܹ] = 0 и ݒ݋ܥ[ ௞ܹ] = ܳ௞ с 
каким-либо начальным состоянием ܺ଴. 
        Допустим, что некоторое устройство измеряет данный объект со 
следующей моделью:  



А.А. Дарбинян, А.Р. Акопян  7෰ܺ௞ ≔ ௞ܺ௞ܪ + ௞ܸ, (1.2) 
 
где ෰ܺ௞ ∈ ℝ௥ – измерение k-той позиции, ܪ௞ – матрица размера ݎ × ݊ и ௞ܸ – ݎ-мерный Гауссовский случайный вектор, для которого ܯ[ ௞ܸ] =0 и ݒ݋ܥ[ ௞ܸ] = ܴ௞. 

Рассмотрим оценку вектора состояния на основе измерений: 
 ෠ܺ௞ ≔ ෨ܺ௞ + )௞ܭ ෰ܺ௞ − ௞ܪ ෨ܺ௞), (1.3) 

 
где ෨ܺ௞ = ௞ିଵܨ ෠ܺ௞ିଵ , а ܭ௞ - ݉ × ݊ – вещественная матрица. 

 

Теорема 1. (см. [1] или [2]) Если матрицу ܭ௞ определить фор-
мулой ܭ௞ ≔ ෨ܲ௞ܪ௞் ௞ܪ) ෨ܲ௞ܪ௞் + ܴ௞)ିଵ, 
 
где ෨ܲ௞ определяется рекурсивно: 
 ෨ܲ௞ = ௞ܺ]ݒ݋ܥ − ෨ܺ௞] = ௞ିଵܨ ෠ܲ௞ିଵܨ௞ିଵ் + ௞ିଵ்ܩ௞ିଵܳ௞ିଵܩ , ෠ܲ௞ = ௞ܺ]ݒ݋ܥ − ෠ܺ௞] = ܫ) − (௞ܪ௞ܭ ෨ܲ௞, 
 
тогда ݒ݋ܥ)ݎݐ[ܺ௞ − ෠ܺ௞]) = )ݎݐ ෠ܲ௞) → ݉݅݊. То есть  оценка (1.3) будет 
оптимальной. 

Как можно заметить, ковариационная матрица вектора ܺ௞ −෨ܺ௞ = ௞ܸ (т.е. ܴ௞) играет главную роль в нахождении матрицы ܭ௞ и, сле-
довательно, в минимизации ошибки определения состояния объекта.  

Замечание: Матрицы ܴ௞ и ܳ௞ в общем случае могут быть не-
известными, тогда вопрос их оценки рассматривается отдельно. 

Исследуем  модели, рассмотренные в работе [4]. Пусть (см. [4]) 
модель движения в ℝଶ описывается следующей системой уравнений. 
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Модель состояния ݔ௡ାଵ = ௡ݔ + ሶ௡ݔܶ + ఊభ்మଶ  ,   где  ߛܯଵ = ௡ାଵݕ ,0 = ௡ݕ + ሶ௡ݕܶ + ఊమ்మଶ  ,   где  ߛܯଶ = ሶ௡ାଵݔ ,0 = ሶ௡ݔ + ሶ௡ାଵݕ ,ଵܶߛ = ሶ௡ݕ +  ,ଶܶߛ
где ܶ – время между измерениями. 

А модель измерения описывается нижеприведенной системой 
уравнений. 

Модель измерения ݔ௡ = ௡ݕ ,௡ߙ௡cosߩ = ෬௡ߩ ,௡ߙ௡sinߩ = ௡ߩ + ௡ߦܯ   ௡,   гдеߦ = 0 и ߦܦ௡ =  ,కଶߪ
෬௡ߙ  = ௡ߙ + ௡ߟܯ   ௡,   гдеߟ = 0 и ߟܦ௡ =  ,ఎଶߪ
෬௡ݔ   = ෬௡ߙ෬௡cosߩ = ௡ߩ) + ௡ߙ)ݏ݋ܿ(௡ߦ +  ,(௡ߟ
෬௡ݕ  = ෬௡ߙ෬௡sinߩ = ௡ߩ) + ௡ߙ)݊݅ݏ(௡ߦ +  .(௡ߟ

 
Задача заключается в линеаризации относительно ෰ܺ௡ ߦ௡ и ߟ௡. 

Применив формулу Тейлора, в работе [4] была получена оценка ко-
вариационной матрицы. 

൫ݒ݋ܥ    ෰ܺ௡ − ௡൯ܺܪ ≈ ଶܣ ቆߪకଶ 00 ఎଶቇߪ௡ଶߩ ଶܣ  ଶ்,    гдеܣ =൬cosߙ௡ −sinߙ௡sinߙ௡ cosߙ௡ ൰. (1.4) 

 
Рассмотрим модель в трехмерном случае: 
Модель состояния 

௡ାଵݔ   = ௡ݔ + ሶ௡ݔܶ + ఊభ்మଶ  ,   где  ߛܯଵ = ௡ାଵݕ ,0 = ௡ݕ + ሶ௡ݕܶ + ఊమ்మଶ  ,   где  ߛܯଶ = ௡ାଵݖ ,0 = ௡ݖ + ሶ௡ݖܶ + ఊయ்మଶ ,   где   ߛܯଷ = ሶ௡ାଵݔ ,0 = ሶ௡ݔ +  ,ଵܶߛ
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Модель измерений ݔ௡ = ௡ݕ ,௡ߝݏ݋௡ܿߙ݊݅ݏ௡ߩ = ௡ݖ ,௡ߝݏ݋௡ܿߙݏ݋௡ܿߩ = ෬௡ߩ ,௡ߝ݊݅ݏ௡ߩ = ௡ߩ + ௡ߦܯ   ௡,   гдеߦ = 0 и ߦܦ௡ = ෬௡ߙ ,కଶߪ = ௡ߙ + ௡ߟܯ   ௡,   гдеߟ = 0 и ߟܦ௡ = ௡̆ߝ ,ఎଶߪ = ௡ߝ + ௡ߜܯ   ௡,    гдеߜ = 0 и ߜܦ௡ = ෬௡ݔ ,ఋଶߪ = ௡̆ߝݏ݋෬௡ܿߙݏ݋෬௡ܿߩ = ௡ߩ) + ௡ߙ)ݏ݋ܿ(௡ߦ + ௡ߝ)ݏ݋ܿ(௡ߟ + ෬௡ݕ ,(௡ߜ = ௡̆ߝݏ݋෬௡ܿߙ݊݅ݏ෬௡ߩ = ௡ߩ) + ௡ߙ)݊݅ݏ(௡ߦ + ௡ߝ)ݏ݋ܿ(௡ߟ + ௡ݖ̆ ,(௡ߜ = ௡̆ߝ݊݅ݏ෬௡ߩ = ௡ߩ) + ௡ߝ)݊݅ݏ(௡ߦ +  .(௡ߜ
 
Будем считать, что ߦ௡,  .௡ независимыߜ ௡ иߟ 
Обозначим 

ܺ௡: =
ۈۉ
ۇۈ

ሶ௡ݖሶ௡ݕሶ௡ݔ௡ݖ௡ݕ௡ݔ ۋی
:෰ܺ௡    ,ۊۋ = ൭ݔ෬௡ݕ෬௡̆ݖ௡ ൱. 

Аналогично с двумерным случаем, в работе [4] была получена 
оценка: 
)ݒ݋ܥ                                       ෰ܺ௡ − (௡ܺܪ ≈

ଷܣ ൮ߪకଶ 0 00 ఎଶߪ௡ଶߩ 00 0 ఋଶ൲ߪ௡ଶߩ  ଷ், (1.5)ܣ

где                 ܣଷ = ൭cosߙ௡cosߝ௡ ௡ߝ௡cosߙ݊݅ݏ− ௡ߝݏ݋௡ܿߙ௡sinߝ݊݅ݏ௡ߙݏ݋ܿ− cosߙ௡cosߝ௡ ௡ߝ௡sinߝ݊݅ݏ௡ߙ݊݅ݏ− 0 ௡ߝݏ݋ܿ ൱.    (1.6) 
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2.  Приближение в полярных системах координат 
 

Для ߪ > 0 через ܮఙ обозначим ܮఙ: = ሼ݂    |   ݂ − измеримая функция и ||݂||ఙ ∶=ට ଵ√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ଶ݁ି((ݔ)݂) ೣమమ഑మ݀ݔ < -ఙ является Гильбертовым пространством с данным скалярным произܮ .{∞
ведением: < ݂, ݃ >   ∶= ଵ√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ି݁(ݔ)݃(ݔ)݂ ೣమమ഑మ݀ݔ   ∀݂, ݃ ∈  .ఙܮ

Так как  ݔ෬௡ = ෬௡ߙ෬௡cosߩ = ௡ߩ) + ௡ߙ)ݏ݋ܿ(௡ߦ + (௡ߟ = ௡ߙ)ݏ݋௡ܿߩ + (௡ߟ ௡ߙ)ݏ݋௡ܿߦ+ +  ,(௡ߟ
 
то наилучшее приближение для ߩ௡ܿߙ)ݏ݋௡ + ௡ߟ௡(ܽ௡ߩ ௡) будем искать в видеߟ + ܾ௡), а для ߦ௡ܿߙ)ݏ݋௡ + ߪ ௡ так, чтобы приߦ௡) в виде ܿ௡ߟ =  .ఎߪ
௡ߙ)cos]ܦ  + (௡ߟ − ܽ௡ߟ௡ − ܾ௡] → ௡ߙ)cos]ܦ ,݊݅݉ + (௡ߟ − ܿ௡] → ݉݅݊. 

 
Или, что то же самое: ||cos(ߙ௡ + (ݔ − ܽ௡ݔ − ܾ௡||ఙ → ݉݅݊, ||cos(ߙ௡ + (ݔ − ܿ௡||ఙ → ݉݅݊, 

 
где ܽ௡, ܾ௡ и ܿ௡ есть вещественные числа и не зависят от ߦ௡ и ߟ௡. 

То есть ܽ௡ = ܽ௡(ߙ௡), ܾ௡ = ܾ௡(ߙ௡), ܿ௡ = ܿ௡(ߙ௡).  
Таким образом, для ݔ෬௡ сопоставляется линейная относительно ߦ௡ 

и ߟ௡ оценка ߩ௡ܾ௡ + ܿ௡ߦ௡ +  ௡ .       (2.1)ߟ௡ܽ௡ߩ
 
Пусть ܪ௡ – пространство многочленов порядка, не выше чем ݊ 

[3]. 
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Пространство ܪ௡ является подпространством ܮఙ, таким образом, 
наша задача эквивалентна задаче о нахождении  ଴ܲ(ݔ) ≔ ܿ௡ ∈ ଴ и ଵܲ(x)ܪ ≔ ܽ௡ݔ + ܾ௡ ∈   .ଵ т.чܪ
௡ߙ)ݏ݋ܿ||  + (ݔ − ଴ܲ(ݔ)||ఙ = infொబ∈ுబ||ܿߙ)ݏ݋௡ + (ݔ − ܳ଴(ݔ)||ఙ, ||ܿߙ)ݏ݋௡ + (ݔ − ଵܲ(ݔ)||ఙ = infொభ∈ுభ||ܿߙ)ݏ݋௡ + (ݔ − ܳଵ(ݔ)||ఙ. 

 
Так как 1 ∈  ,ఙ – Гильбертово, тоܮ ଴, а пространствоܪ ଴ базиз вܪ

используя метод неопределенных коэффицентов, имеем: 
 < 1, ௡ߙ)ݏ݋ܿ + (ݔ − ܿ௡ >= 0. (2.2) 

 
Следовательно, ଵ√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ௡ߙ)ݏ݋ܿ) + (ݔ − ܿ௡)݁ି ೣమమ഑మ݀ݔ = 0, ଵ√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ௡ߙ)ݏ݋ܿ + ି݁(ݔ ೣమమ഑మ݀ݔ − ௖೙√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ݁ି ೣమమ഑మ݀ݔ = 0. 

Так как   ଵ√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ݁ି ೣమమ഑మ݀ݔ = 1, следовательно: ܿ௡ = ߪߨ2√1 නାஶ
ିஶ ௡ߙ)ݏ݋ܿ + ି݁(ݔ ௫మଶఙమ݀ݔ

= ߪߨ2√1 නାஶ
ିஶ (ݔ)ݏ݋ܿ(௡ߙ)ݏ݋ܿ) − ି݁((ݔ)݊݅ݏ(௡ߙ)݊݅ݏ ௫మଶఙమ݀ݔ 

 = ߪߨ2√1 නାஶ
ିஶ ି݁(ݔ)ݏ݋ܿ(௡ߙ)ݏ݋ܿ ௫మଶఙమ݀ݔ

− ߪߨ2√1 නାஶ
ିஶ ି݁(ݔ)݊݅ݏ(௡ߙ)݊݅ݏ ௫మଶఙమ݀ݔ 

= ௖௢௦(ఈ೙)√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ି݁(ݔ)ݏ݋ܿ ೣమమ഑మ݀ݔ − ௦௜௡(ఈ೙)√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ି݁(ݔ)݊݅ݏ ೣమమ഑మ݀ݔ. 

 

Как можно заметить, ׬ାஶିஶ ି݁(ݔ)݊݅ݏ ೣమమ഑మ݀ݔ = 0, то отсюда имеем: 



Модификация фильтра Калмана для полярных и сферических систем координат 12 ܿ௡ = ௖௢௦(ఈ೙)√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ି݁(ݔ)ݏ݋ܿ ೣమమ഑మ݀ݏ݋ܿ = ݔ(ߙ௡)݁ି഑మమ .          (2.3) 

Так как < 1, ݔ >= ଵ√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ି݁ݔ ೣమమ഑మ݀ݔ = 0, 

 
то функции 1, ݔ ∈ -ଵ, следоваܪ ଵ образуют ортогональный базис вܪ
тельно, для нахождения ܾ௡ и ܽ௡ имеем: 
 < 1, ௡ߙ)ݏ݋ܿ + (ݔ − ܾ௡ >= 0, (2.4) < ,ݔ ௡ߙ)ݏ݋ܿ + (ݔ − ܽ௡ݔ >= 0. (2.5) 

 
В силу вышесказанного из уравнения (2.4) имеем, что ܾ௡ = cos(ߙ௡)݁ି഑మమ .                                      (2.6) 
 
Решим уравнение (2.5) < ,ݔ ௡ߙ)ݏ݋ܿ + (ݔ − ܽ௡ݔ >= ଵ√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ௡ߙ)ݏ݋ܿ)ݔ + (ݔ − ܽ௡ݔ)݁ି ೣమమ഑మ݀ݔ, ଵ√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ௡ߙ)ݏ݋ܿݔ + ି݁(ݔ ೣమమ഑మ݀ݔ − ௔೙√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ଶ݁ିݔ ೣమమ഑మ݀ݔ = 0. 

 
Так как ଵ√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ଶ݁ିݔ ೣమమ഑మ݀ݔ =  ,ଶߪ

то ߪଶܽ௡ = ߪߨ2√1 නାஶ
ିஶ ௡ߙ)ݏ݋ܿݔ + ି݁(ݔ ௫మଶఙమ݀ݔ = 

= ߪߨ2√1 නାஶ
ିஶ ି݁(ݔ)ݏ݋ܿ(௡ߙ)ݏ݋ܿݔ ௫మଶఙమ݀ݔ

− ߪߨ2√1 නାஶ
ିஶ ି݁(ݔ)݊݅ݏ(௡ߙ)݊݅ݏݔ ௫మଶఙమ݀ݔ = 

 = ௖௢௦(ఈ೙)√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ି݁(ݔ)ݏ݋ܿݔ ೣమమ഑మ݀ݔ − ௦௜௡(ఈ೙)√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ି݁(ݔ)݊݅ݏݔ ೣమమ഑మ݀ݔ. 
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Так как функция (ݔ)ݏ݋ܿݔ݁ି ೣమమ഑మ нечетная, то ׬ାஶିஶ ି݁(ݔ)ݏ݋ܿݔ ೣమమ഑మ݀ݔ = 0, 
следовательно,  ߪଶܽ௡ = − ௦௜௡(ఈ೙)√ଶగఙ ାஶିஶ׬ ି݁(ݔ)݊݅ݏݔ ೣమమ഑మ݀ݔ. 

Откуда ܽ௡ = − ௦௜௡(ఈ೙)√ଶగఙయ ାஶିஶ׬ ି݁(ݔ)݊݅ݏݔ ೣమమ഑మ݀ݔ = ഑మమି݁(௡ߙ)݊݅ݏ− .       (2.7) 

 
Таким образом, все коэффиценты в (2.1) найдены. Поставим 

аналогичным образом для  
෬௡ݕ  = ෬௡ߙ෬௡sinߩ = ௡ߩ) + ௡ߙ)݊݅ݏ(௡ߦ + (௡ߟ = ௡ߙ)݊݅ݏ௡ߩ + (௡ߟ ௡ߙ)݊݅ݏ௡ߦ+ +  .(௡ߟ
 
Найдем также наилучшие приближения для ߩ௡ߙ)݊݅ݏ௡ +  ௡) вߟ

виде ߩ௡(ܽ௡̀ߟ௡ + ܾ௡̀) и для ߦ௡ߙ)݊݅ݏ௡ +  ,௡. Таким образомߦ௡) в виде ܿ௡̀ߟ
для ݕ෬௡ сопоставляется линейная оценка: 

௡ܾ௡̀ߩ  +  ܿ௡̀ߦ௡ +   ௡. (2.8)ߟ௡ܽ௡̀ߩ
 
Аналогично (2.2) имеем, что 

 ܿ௡̀ = ഑మమି݁(௡ߙ)݊݅ݏ , (2.9)  ܾ௡̀ = ഑మమି݁(௡ߙ)݊݅ݏ , (2.10)  ܽ௡̀ = ഑మమି݁(௡ߙ)ݏ݋ܿ . (2.11) 
Таким образом, мы доказали теорему. 

 
Теорема 2. Пусть ݔ௡∗ : = ௡ܾ௡ߩ + ܿ௡ߦ௡ + :∗௡ݕ ,௡ߟ௡ܽ௡ߩ = ௡ܾ௡̀ߩ + ܿ௡̀ߦ௡ +  ,௡ߟ௡ܽ௡̀ߩ
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Тогда значения для ݔ]ܦ෬௡ − ∗௡ݔ ] и ݕ]ܦ෬௡ −  ௡∗] будут наименьшимиݕ
среди линейных оценок. 
Пусть ܺ௡∗ ≔ ൬ݔ௡∗ݕ௡∗൰ = ௡ߩ ൬ܾ௡ܾ௡̀൰ + ቀܿ௡ ௡ܽ௡ܿ௡̀ߩ ௡ܽ௡̀ቁߩ ൬ߦ௡ߟ௡൰. 

Тогда ݒ݋ܥ[ܺ௡∗ − =]௡ܺܪ ௡ߩ]ݒ݋ܥ ൬ܾ௡ − cos(ߙ௡)ܾ௡̀ − sin(ߙ௡) ൰ + ቀܿ௡ ௡ܽ௡ܿ௡̀ߩ ௡ܽ௡̀ቁߩ ൬ߦ௡ߟ௡൰] = = ቀܿ௡ ௡ܽ௡ܿ௡̀ߩ ௡ܽ௡̀ቁߩ ൬ߪక 00 ఎ൰ߪ ቀܿ௡ ௡ܽ௡ܿ௡̀ߩ ௡ܽ௡̀ቁ்ߩ =ቀܿ௡ ௡ܽ௡ܿ௡̀ߩ ௡ܽ௡̀ቁߩ ൬ߪక 00 ఎ൰ߪ ൬ܿ௡ ܿ௡̀ߩ௡ܽ௡  .௡ܽ௡̀൰ߩ

 
Следовательно, 
∗௡ܺ]ݒ݋ܥ  − [௡ܺܪ =
ቌܿݏ݋(ߙ௡)݁ି഑ആమమ ഑ആమమି݁(௡ߙ)݊݅ݏ഑ആమమି݁(௡ߙ)݊݅ݏ௡ߩ− ഑ആమమି݁(௡ߙ)ݏ݋௡ܿߩ ቍ ቆߪకଶ 00 ఎଶቇߪ ቌܿݏ݋(ߙ௡)݁ି഑ആమమ ഑ആమమି݁(௡ߙ)݊݅ݏ௡ߩ−഑ആమమି݁(௡ߙ)݊݅ݏ ഑ആమమି݁(௡ߙ)ݏ݋௡ܿߩ ቍ, 

∗௡ܺ]ݒ݋ܥ − [௡ܺܪ = ଶܣ ൭ߪకଶ݁ିఙആమ 00 ఎଶ݁ିఙആమ൱ߪ௡ଶߩ  ଶ். (2.15)ܣ

 
Нетрудно заметить, что оценка (1.4) является частным случаем 

формулы (2.15), когда значение ߪఎଶ близко к нулю. 
 
 

3.  Приближение в сферических системах координат 
 

Рассмотрим пространство функций ܮ(ఙభ,ఙమ) = ሼ݂    | ݂ − измерима и ||݂||(ఙభ,ఙమ) ∶=
ඨ׬ାஶିஶ ݁ି ೤మమ഑మమ݀ݕ ାஶିஶ׬ ݂ଶ(ݔ, ି݁(ݕ ೣమమ഑భమ݀ݔ < ∞}. 
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ное произведение: ∀݂, ݃ ∈ (ఙభ,ఙమ)ܮ     < ݂, ݃ >   ∶=ଵଶగఙభఙమ ାஶିஶ׬ ݁ି ೤మమ഑మమ݀ݕ ାஶିஶ׬ ,ݔ)݂ ,ݔ)݃(ݕ ି݁(ݕ ೣమమ഑భమ݀ݔ, 

 
Применив тот же метод вычислений, получается оптимальная 

линейная оценка ܺ௡∗  и следующая ковариационная матрица: 

∗௡ܺ)ݒ݋ܥ  − Hܺ௡) = ଷܣ ۇۉ
కଶ݁ି(ఙಏమାఙಌమ)ߪ 0 00 ఎଶ݁ି(ఙಏమାఙಌమ)ߪ௡ଶߩ 00 0 ۊیఋଶ݁ିఙಌమߪ௡ଶߩ  ଷ்,  (3.1)ܣ

где ܣଷ = ൭cosߙ௡cosߝ௡ ௡ߝ௡cosߙ݊݅ݏ− ௡ߝݏ݋௡ܿߙ௡sinߝ݊݅ݏ௡ߙݏ݋ܿ− cosߙ௡cosߝ௡ ௡ߝ௡sinߝ݊݅ݏ௡ߙ݊݅ݏ− 0 ௡ߝݏ݋ܿ ൱ 

 
Нетрудно также  заметить, что формула (1.5) является частным 

случаем формулы (3.1), когда значение (ߪ஗ଶ +  .ஔଶ) близко к нулюߪ
 

4.  Практическое наблюдение в полярных системах 
координат 

 
Ковариационные матрицы (1.4) и (2.15) были использованы при 

алгоритме фильтрации Kальмана на компьютерной симуляции при 
различных значениях ߪఎ. 

Далее можете увидеть результат данной компьютерной симуля-
ции, где ݁ଵ=|| ෠ܺ௡ − ܺ௡|| при использовании ковариационной матрицы 
(1.4), а ݁ଶ – при использовании (2.15). Таким образом, если ݁ଶ-݁ଵ > 0, 
то новая ковариационная матрица выдает лучший результат и, 
наоборот. 
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Рис. 1.  ߪఎ = 0.01 

 
 

Рис. 2.  ߪఎ = 0.1 

     
 

Рис. 3.  ߪఎ = 0.5 

 
 
Как видно из полученных результатов, новая ковариационная 

матрица в большинстве случаев лучше прежней. 
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5.  Практическое наблюдение в полярных системах координат 
 

Рис. 4. ߪఎ = ఋߪ  0.05 = 0.05 

     
 

Рис. 5. ߪఎ = ఋߪ  0.1 = 0.2 

 
 

Рис. 6. ߪఎ = ఋߪ  0.4 = 0.3 

          
В этом случае также видно улучшение алгоритма. 
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KALMAN FILTER MODIFICATION FOR POLAR  
AND SPHERICAL COORDINATE SYSTEMS 

A. Darbinyan, A.Hakobyan

ABSTRACT 

When tracking an object with a radar one can face issues with accuracy of the 
measurement. To minimize the error Kalman Filter can be used. In order to do that the 
measurement must be made in Cartesian coordinate systems, but most of the radars 
nowadays measure the location of the object in polar or spherical coordinate systems 
and one must face issues with linearizing the measurement error. Previously the Taylor 
series was used. In this article we will discuss another method - minimizing the 
variance of the error of linearization. 

Keywords: Filter, Kalman, Polar, Spherical, Modification. 
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АННОТАЦИЯ 

В работе введены классы эквивалентности (толерантности), ко-
торые играют определяющую роль в общей теории восстановления 
сообщения в Шенноновской модели передачи информации. 

Ключевые слова: классы эквивалентности, толерантность, 
восстановление сообщения, передача информации, алгебраический 
канал. 

Введение 
Точная постановка задачи борьбы с помехами, происходящими 

в канале связи, принадлежит К. Шеннону и состоит в следующем: на 
входе канала известно некоторое множество слов, которое содержит 
все потенциально возможные сообщения, годные для передачи. Про-
блема кодирования состоит в выборе такого семейства сообщений, 
что при получении на выходе канала сообщения мы можем одно-
значно восстановить (декодировать) переданное сообщение.  
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§1. Каналы связи и словарные функции.
Пусть ܤ = ൛ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௣ൟ – конечный алфавит и ܤ∗ – множество

всех слов конечной длины над алфавитом ܤ. Словарная функция – это 
произвольное частичное отображение ߰ следующего вида: 

ట՜ ∗ܤ ∗ܤ
Мы будем рассматривать канал как преобразователь информа-

ции, и если принять тезис о том, что в любом канале связи проис-
ходит преобразование одних слов в другие, то достаточно описать 
общий канал следующим образом. 

Задано некоторое множество: Ψ = {߰଴, ߰ଵ, … , ߰௠} 

частичных словарных функций. 

∗ܤ ట೔՜ ,∗ܤ ݅ = 0, ݉
И следующее многозначное отображение: 

,(ݔ)ଵ߰ ,(ݔ)଴߰) = (ݔ)݂ … , ߰௠(ݔ)), 
где ݔ ∈ ܹ  ⊆ ݔ Содержательно это означает следующее. Если .∗ܤ ∈ ܹ, то после передачи по каналу ܭ(Ψ) это слово переходит в одно 
из слов {߰଴(ݔ), ߰ଵ(ݔ), … , ߰௠(ݔ)} ⊆ ܹ. 

 Множество всех обратимых отображений  {߰௜}, ߰ ௜(ܽ) ⊆ ܹ обо-
значим через T. При этом все суперпозиции ߰௜భ߰௜మ … ߰௜ೖ функций ߰௜ೕ 
из множества Ψ определены на ܹ. 

Определение  [1]. Алгебраическим каналом связи ܭ(Ψ) назы-
вается следующее многозначное отображение:  
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,(ݔ)ଵ߰,(ݔ)଴߰)=(ݔ)݂   … , ߰௠(ݔ)),                           (1)  
 
если для всех߰௜ ∈ Ψ , следует, что  ߰௜ିଵ ∈ Ψ                                                 (2). 

 
Формулу (1) следует понимать следующим образом. На вход ка-

нала подается слово. На выходе получается ровно одно из значений. 
  Условие (2) требует, чтобы любое «преобразованное» слово 

могло быть возвращено к исходному виду путем тех же самых транс-
формаций. 

Отметим, что любой аддитивный канал удовлетворяет условию 
(2) и является алгебраическим. Однако это не аналогичное утвержде-
ние для матричного канала, поскольку не все матричные каналы явля-
ются алгебраическими. Например, матричный канал с выпадением 
символов. 

В дальнейшем мы всегда будем считать, что ߰଴(ݔ)= ݔ, что мож-
но интерпретировать как возможность безошибочной передачи слова 
по этому каналу, ܹ = ௡ܤ ⊆  ∗ܤ

 
 §2. Коды, исправляющие ошибки. 
 
Определение. Множество называется кодом, исправляющим 

ошибки канала ܭ(Ψ), если выполнено следующее условие: 
  ߰௜(ݑ) ≠ ߰௝(ݒ)                                                         (3) 

 
для всех ࢏ и ࢐ и для всех слов ࢛, ࢜ ∈  ܸ. 

Условие (3) означает, что последствия действий канала ܭ(Ψ) на 
кодовые слова различны, и поэтому ошибки могут быть обнаружены 
и исправлены.  

 В дальнейшем обозначим через  ܸ(Ψ)  код, исправляющий ошиб-
ки канала ܭ(Ψ). В терминах, введенных выше, основная задача при 
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заданном канале состоит в построении кода ܸ(Ψ) максимальной 

мощности –V (Ψ). 
Ясно, что мощность кода ܸ(Ψ) зависит от «структуры» и мощ-

ности множества Ψ, «порождающего» канал ܭ(Ψ) и т.д. 
Что касается выбора кода ܸ , то здесь основное искусство состоит 

в правильном выборе кода, позволяющего по любому искаженному 
сообщению исходное однозначно восстановить. Одновременно, это, 
фактически, выбор необходимой избыточности в передаваемой ин-
формации для обеспечения нужной достоверности. Поскольку избы-
точность приводит к увеличению времени работы канала и, следова-
тельно, к уменьшению скорости передачи информации в канале, то 
при принятии решения, учитывая как характеристики канала, так и 
способ декодирования, мы должны обеспечить баланс между необхо-
димой достоверностью и скоростью передачи. Возможность нахожде-
ния такого баланса основывается на теореме Шенона: для определен-
ного канала связи существуют коды со скоростью передачи меньшей 
пропускной способностью канала и обеспечивающие сколько угодно 
большую достоверность. 

На сегодняшний день известно много методов декодирования: 
последовательный, пороговый, мажоритарный, по принципу макси-
мального правдоподобия и т.д. В каждом случае метод выбирается в 
зависимости от канала и кода, а также учитывается важность, цен-
ность, срочность передаваемой информации.  

На практике применяются разработанные алгоритмы, реализую-
щие различные модификации перечисленных методов.  
Следует отметить, что задача выбора метода декодирования и алгорит-
ма, реализующего этот метод, относится к проблематике «Исследова-
ния операций». Сама процедура исправления ошибок на выходе кана-
ла ܭ(Ψ)в общем случае может быть представлена в виде следующей 
схемы, которую обычно называют «таблицей декодирования» ܦ(Ψ) 
или решающим правилом на приемном конце канала ܭ(Ψ). При вы-
полнении условия (3) правило декодирования для 
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стандартной таблицы – «таблица декодирования»: 
ଵݒ ଴ݒ   (ேݒ)௠߰ … (ଵݒ)௠߰ (଴ݒ)௠߰ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ (ேݒ)ଵ߰ … (ଵݒ)ଵ߰ (଴ݒ)ே ߰ଵݒ … …
 

Первая строка этой таблицы – это все кодовые слова. Далее, пер-
вый столбец – это все слова ߰଴(ݒ଴), ߰ଶ(ݒ଴), … , ߰௠(ݒ଴). Второй стол-
бец – ߰଴(ݒଵ), ߰ଵ(ݒଵ), … , ߰௠(ݒଵ) и т.д. По определению, любое «пе-
реданное» слово каналом ܭ(Ψ) верно, которое лежит хотя бы в одном 
из столбцов таблицы. 

Тогда кодовое слово, лежащее в первой строке любого из таких 
столбцов, и является «прообразом» переданного слова. Ясно, что если 
слово ݑ принадлежит единственному из столбцов таблицы, то процесс 
«декодирования» приводит к правильному результату. 

 В силу условия (3) каждый элемент ߰௜(ݒ௦) может попасть лишь 
в один из столбцов таблицы декодирования. Поэтому процесс исправ-
ления ошибок носит очевидный характер: ищем столбец, которому 
принадлежит слово ߰௜(ݒ௦); первый элемент этого столбца и есть пере-
данное сообщение. Очевидно, что каждый столбец таблицы декоди-
рования ܦ(Ψ) – это окрестность первого порядка соответствующего 
кодового слова ݒ௜, т.е. Ψଵ(ݒ௜) = {߰଴(ݒ௜), ߰ଵ(ݒ௜), … , ߰௠(ݒ௜)} [5]. 

Замечания. В стандартных алгебраических терминах Ψଵ(ݒ) – 
это транзитивное множество или орбита слова ݒ. Разница состоит в 
том, что множество преобразований Ψ(ݔ), вообще говоря, не является 
группой. 

Ясно, что всегда имеет место соотношение: ራ Ψଵ(ݒ) ⊆ ௡௩∈௏ܤ  
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Утверждение 1. Код ܸ исправляет ошибки канала ܭ(Ψ) тогда и 
только тогда, когда столбцы таблицы декодирования не имеют общих 
слов.  

Отметим также, что слова одного столбца таблицы декодиро-
вания не обязаны быть различными, что не влияет на способность кода ܸ исправлять ошибки канала ܭ(Ψ). 

Утверждение 2. Если имеет место |Ψ(ܸ)| = |Ψ| ∙ |ܸ|, где левая 
часть равенства – это мощность множества различных значений функ-
ций из Ψ на множестве ܸ, то код ܸ исправляет ошибки канала ܭ(Ψ).  

 
§3. Построение кодов, исправляющих ошибки в 
алгебраическом канале. 
 
Описание всего семейства кодов {ܸ(Ψ)}, исправляющих ошибки 

канала ܭ(Ψ), может быть дано в терминах отношения толерантности.  
Множество словарных функций{ ߰௜(ݔ)}порождает на множестве ܤ௡ отношение следующего вида: ݔ ∼ ݕ ⇄ ∃௜,௝: ߰௜(ݔ) = ߰௝(ݕ)                                  (4) 
Отношение (4) является отношением толерантности на множест-

во ܤ௡. Оно обладает свойствами симметричности и рефлективности, 
но, вообще говоря, не является транзитивным.  

Определение. Класс толерантности ܴ௔, порожденный множест-
вом словарных функций {߰௜(ݔ)}, и словом ܽ ∈  .ܽ ௡, находящихся в отношении (4) по отношению к ܽ или толерантныхܤ  ௡ – это класс слов изܤ

Тогда получим: ܤ௡ = ራ ܴ௔௔∈஻೙  

 
где ܴ௔ – класс слов из ܤ௡, толерантных ܽ. В этом случае любой набор 
представителей классов толерантности образует код ܸ , исправляющий 
ошибки канала ܭ(Ψ). 
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В терминах отношения толерантности каждый код ܸ, исправ-
ляющий ошибки канала ܭ(Ψ), можно описать следующим образом: 

Утверждение 3. Код ܸ исправляет ошибки канала ܭ(Ψ), если и 
только если он содержит не более одного элемента из каждого класса 
толерантности ܴ௔. 

Следствие. Если код ܸ(Ψ) является максимальным для канала ܭ(Ψ), то  ܤ௡ = ራ ܴ௔௔∈௏(ஏ)  

 
Примеры: 

1) Пусть Ψ = {߰଴}. Разобьем множество ܤ௡ на классы толерант-
ности по следующему отношению: 

ݔ  ∼ ݕ ⇄ ߰଴(ݔ) = ߰଴(ݕ) 
 

При этом, если взять по одному представителю из каждого клас-
са толерантности, то мы получим максимальный по мощности код, 
исправляющий ошибки канала ܭ(Ψ), а мощность максимального кода 
равна числу различных значений, принимаемых функцией ߰଴(ݔ) на 
множестве ܤ௡, то есть (݌ + 1)௡. 

Действительно, в этом случае таблица декодированияܦ(Ψ)имеет 
следующий вид: 
 ேݒ … ଵݒ ଴ݒ  
 

Так как ݒ௜ ≠ ݅ ௝, для всехݒ ≠  ݆, то по значению ݕ = -௥ мы одноݒ
значно восстанавливаем ݒ௥. 

2) Рассмотрим канал Ψ = {߰଴, ߰ଵ}. Таблица декодирования ܦ(Ψ) имеет следующий вид: ݒ଴ ݒଵ … ݒே ߰ଵ(ݒ଴) ߰ଵ(ݒଵ) … ߰ଵ(ݒே) 
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В этом случае класс толерантности ܴ௔ – это, по определению, 
следующее множество: 

 ܴ௔  = ݔ}  ∈ :௡ܤ ݔ ∼ ܽ} = ݔ} ∈ :௡ܤ ߰଴(ݔ) = ߰଴(ܽ)⋁߰ଵ(ݔ) =߰ଵ(ܽ)⋁߰ଵ(ݔ) == ߰଴(ܽ)⋁߰଴(ݔ) = ߰ଵ(ܽ)} . 
 
Таким образом, ܴ௔ – это объединение множеств решений следующих 
уравнений: ൜߰଴(ݔ) = ߰଴(ܽ)߰ଵ(ݔ) = ߰ଵ(ܽ) , ൜߰଴(ݔ) = ߰ଵ(ܽ)߰ଵ(ݔ) = ߰଴(ܽ) . (5) 

 

Если ܤ = { }0,1 , Ψ(ݔ) = {߰଴(ݔ) = ,ݔ ߰ଵ(ݔ) = -то системы (5) при ,{ݔ

обретают следующий вид: 
 ቄݔ = ݔܽ = ܽ , ቄݔ = ݔܽ = ܽ, 

 
где ݔ – логическое отрицание ݔ. 

Или ݔ = ܽ, ݔ = ܽ.Поэтому ܴ௔ = {ܽ, ܽ}. 
Любой код ܸ, исправляющий ошибки канала ܭ(Ψ), не должен 

содержать одновременно словаܽ и ܽ для любого словаܽ ∈  ௡. Дляܤ

случая ݊ = 2݇ + 1, код ܸ = ቄݒ, |ݒ| ≤ ௡ିଵଶ ቅ имеет максимальную мощ-

ность, поскольку в этом случае 
|ݒ|   = ݊ − |ݒ| ≥ ݊ + 12  

 
и поэтому ݒ ∉ ܸ. С другой стороны, |ܸ| = 2௡ିଵ, что совпадает с верх-
ней границей мощности при ݉ = 1[5]. 
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ABSTRACT 

A proper edge-coloring of a graph ܩ is a mapping (ܩ)ܧ :ߙ → ܰ, 
such that ߙ(݁) ≠ ,݁ for every pair of adjacent edges (′݁)ߙ ݁′ ∈  .(ܩ)ܧ
A proper edge-coloring of a graph ܩ with colors 1, . . . ,  is called a ݐ
complete t-edge-coloring if for every pair of colors ݅ and ݆, there are two 
edges with a common vertex, one colored by ݅ and the other colored by ݆. The largest value of ݐ for which ܩ has a complete ݐ-edge-coloring is 
called the achromatic index ߰′(ܩ) of ܩ. In this paper, we study the 
achromatic index of graphs with a spanning star. In particular, we derive 
a lower bound on the achromatic index of some graphs which are 
constructed by joining ݊ copies of any graph ܪ with a spanning star at a 
shared universal vertex which is connected to all vertices of copies of ܪ.  

Keywords: Achromatic number, achromatic index, complete edge-
coloring, graph with a spanning star, windmill graph. 

1. Introduction

All graphs considered in this paper are finite, undirected, and have no 
loops or multiple edges. Let ܸ(ܩ) and (ܩ)ܧ denote the sets of vertices and 
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edges of a graph ܩ, respectively. The maximum degree of vertices in ܩ is 
denoted by ∆(ܩ), the chromatic number of ܩ by ߯(ܩ) and the chromatic 
index of ܩ by ߯′(ܩ). We use the standard notations ܭ௡ for the complete 
graph on ݊ vertices. The terms and concepts that we do not define can be 
found in [3,7,13].  

A proper t-vertex-coloring of a graph ܩ is a mapping (ܩ)ܸ :ߙ → {1, . . . , ݒݑ such that for any ,{ݐ ∈ (ݑ)ߙ ,(ܩ)ܧ ≠  The chromatic .(ݒ)ߙ
number ߯ -ݐ is a complete ܩ vertex-coloring of a graph-ݐ vertex-coloring. A proper-ݐ for which it has a proper ݐ is the smallest value of ܩ of a graph (ܩ)
vertex-coloring of a graph ܩ if for every pair of colors ݅ and ݆, there is an 
edge ݒݑ, such that (ݑ)ߙ = ݅ and (ݒ)ߙ = ݆. The achromatic number ߰(ܩ) 
of ܩ is the largest value of ݐ for which ܩ has a complete ݐ-vertex-coloring. 
The achromatic number of graphs was introduced by Harary and 
Hedetniemi in [8]. In [9], Harary, Hedetniemi and Prins showed that for any 
graph ܩ if ߯(ܩ) ≤ ݐ ≤  vertex-coloring. In-ݐ has a complete ܩ then ,(ܩ)߰
general, it is known that the problem of determining of the achromatic 
number is NP-complete for bipartite graphs, cographs, interval graphs, and 
even for trees [1, 6, 12].  

A proper edge-coloring of a graph ܩ is a mapping (ܩ)ܧ :ߙ → {1, . . . , (݁)ߙ such that ,{ݐ ≠ ,݁ for every pair of adjacent edges (′݁)ߙ ݁′ ,with colors 1 ܩ A proper edge-coloring of a graph .(ܩ)ܧ∋ . . . ,  is called a ݐ
complete ݐ-edge-coloring, if for every pair of colors ݅ and ݆, there are two 
edges with a common vertex, one colored by ݅ and the other colored by ݆. 
The largest value of ݐ for which ܩ has a complete ݐ-edge-coloring is called 
the achromatic index ߰′(ܩ) of ܩ. The problem of determination of the 
achromatic index of the complete graph ܭ௡ was first considered by Bouchet 
[2], who proved that there is an intimate connection between this parameter 
and the existence of finite projective planes.  

Theorem 1. If ݍ is odd and ݊ = ଶݍ + ݍ + 1, then ߰ ᇱ(ܭ௡) =  if and ݊ݍ
only if a finite projective plane of order ݍ exists. Moreover, if ߰ᇱ(ܭ௡) -(௡ܭ)then the vertices covered by each color class in any complete ߰ᇱ ,݊ݍ=
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edge-coloring form the lines of a finite projective plane with the vertices of ܭ௡ as points. 
The achromatic index of complete graphs was also considered by 

Jamison [11]. In [11], the author obtained some lower and upper bounds for 
the achromatic index of complete graphs. He also showed that if ݊ > 4, then ߰ᇱ(ܭ௡ାଶ) ≥ ߰ᇱ(ܭ௡) + 2. Moreover, Jamison [11] showed that the 

achromatic index of complete graphs ߰ᇱ(ܭ௡) grows asymptotically like ݊యమ. 
The achromatic index of complete bipartite graphs was first considered by 
Chiang and Fu [4]. In [4], the authors obtained lower and upper bounds for 
the achromatic index of complete bipartite graphs. The achromatic index of 
complete bipartite graphs was also considered by Hovsepyan and Petrosyan 
[10]. In particular, the authors proved that the following lower bound: ߰ᇱ(ܭ௠ା௡ାଵ) ≥ ߰ᇱ൫ܭ௠,௡൯ + ݉ + ݊ − 1. In [5], the achromatic indices of 
regular complete multipartite graphs were investigated.  

 
In the present paper, we study the achromatic index of some graphs 

with a spanning star. In particular, we consider graphs which are constructed 
by joining n copies of any graph ܪ with spanning star at a shared universal 
vertex which is connected to all vertices of copies of ܪ. 

 
2. The main result 
 
In this section we consider complete edge-colorings of graphs with a 

spanning star. We also consider a special class of such graphs which is 
called windmill graph. The windmill graph ܹ ݀(݇, ݊) is a graph constructed 
for ݇ ≥  2 and ݊ ≥  2 by joining ݊ copies of the complete graph ܭ௞ at a 
shared universal vertex. It is a 1-clique-sum of these complete graphs. 
Figure 1 shows graph which is constructed by joining four copies of ܭହ at a 
shared vertex, which is the same as (5,4) . 
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Figure 1. The Windmill graph Wd (5,4). 

 

Theorem 2. If ܩ is a graph constructed by joining ݊ copies (݊ ≥ 2) 
of a graph ܪ with a spanning star at a shared universal vertex which is 
connected to all vertices of copies of ܪ, then ߰ᇱ(ܩ) ≥ ߰ᇱ(ܪ) + (݊ − 1) ·  .(ܪ)∆

Proof. Let ݒ଴ denote the universal vertex, which is connected to the 
rest of the vertices in graph ܩ and ܪ௜ denote ݅-th copy of the graph ܪ in ܩ. 

First, we color the edges of a graph ܪଵ with complete edge-coloring 
using {1, . . . , ߰ᇱ(ܪ)} colors. We may assume that the edges incident to ݒ଴, ݁ ∈ ,are colored with {1 (ଵܪ)ܧ . . . ,  colors. Then we need to color {(ܪ)∆
other copies of ܪ. We will color ܪଶ with the same coloring strategy, but 
replacing {1, . . . , ,colors with new colors in the color set {1 {(ܪ)∆ . . . , ߰ᇱ(ܪ)}. The coloring is proper as at the only shared vertex ݒ଴, the 
edges incident to ݒ଴, ݁ ∈ ,edges are colored with {1 (ଵܪ)ܧ . . . ,  {(ܪ)∆
colors, the edges incident to ݒ଴, ݁ ∈  are colored with new replaced (ଶܪ)ܧ
colors. We can repeat this operation and color the rest of ܪ copies. As we 
showed, the coloring is proper. For every ܪ௜, we are using the same color 
set with new ∆(ܪ) colors, which means number of colors used in ܩ is ߰ᇱ(ܪ) + (݊ − 1) ·  Let us show that the mentioned coloring is .(ܪ)∆
complete. The coloring of every ܪ௜ is complete and {1, . . . ,  colors {(ܪ)∆
with their replacements for copies are used to color also edges incident to ݒ଴, ݁ ∈  which means for every pair of colors ݅ and ݆, there are two ,(ܩ)ܧ



On the achromatic index of graphs with a spanning star 32

edges with common vertex ݒ଴, one colored by ݅ and the other colored by ݆. 
This proves the lower bound. 

 
Corollary. For any ݇ ≥  2 and ݊ ≥  2, 

 ܹ݀(݇, ݊) ≥ ߰ᇱ(ܭ௞) + (݊ − 1) · (݇ − 1). 
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ОБ АХРОМАТИЧЕСКОМ ИНДЕКСЕ ГРАФОВ  
С ОСТОВНОЙ ЗВЕЗДОЙ 

 
Н. Овсепян 

 
АННОТАЦИЯ 

 
Функция (ܩ)ܧ :ߙ → ܰ называется правильной реберной раскраской графа ܩ, если для каждой пары соседних ребер ݁ , ݁ᇱ ∈ ,(ܩ)ܧ (݁)ߙ ≠  Правильная .(ᇱ݁)ߙ

реберная раскраска графа ܩ в цвета 1, . . . , -раск-ݐ называется полной реберной ݐ
раской графа ܩ, если для каждой пары цветов ݅, ݆ существуют два соседних реб-
ра, одно из которых окрашено в ݅-ый цвет, а другое – в ݆-ый цвет. Наибольшее 
значение ݐ для которого ܩ имеет полную реберную ݐ-раскраску называется «ах-
роматическим индексом» и обозначается через ߰′(ܩ). В настоящей работе мы 
получили нижнюю оценку ахроматического индекса для некоторых графов с 
остовной звездой.  

Ключевые слова: ахроматический номер, ахроматический индекс, пра-
вильная реберная раскраска, граф с остовной звездой. 
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ 
ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 
ОБОБЩЕННЫХ РАСЩЕПЛЕНИЙ 

A. Чубарян1,2, С. Ованисян1, Г. Гаспарян1

1Ереванский государственный университет  
2Российско-Армянский университет 

achubaryan@ysu.am, saqohovhannisyan0199@gmail.com, 
haykgasparyan012@gmail.com 

АННОТАЦИЯ 

Для некоторых семейств формул сравнены основные сложност-
ные характеристики выводов (количество шагов и длина) в «слабой» 
пропозициональной системе выводов, основанной на обобщении 
метода расщепления, и в одной из «сильных» систем – системе Фре-
ге. Для одного из классов формул первая система оказалась лучшей 
для обеих сложностных характеристик, для другого класса – вторая 
система, что указывает на факт несравнимости этой пары систем.  

Kлючевые слова: обобщенный метод расщепления, системы 
Фреге, длина и количество шагов вывода, сводимость систем. 

1. Введение
Теория сложностей выводов изучает количественные характе-

ристики выводов, то есть насколько «просто» или «сложно» может 
быть доказана та или иная теорема. Толчком для бурного развития те-
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ории сложностей пропозициональных выводов явился известный ре-
зультат Кука и Рекхау о неравенстве множеств ܰܲ и ܿܲܰ݋, в том и 
только том случае, если не существует полиномиально ограниченной 
системы доказательств классических тавтологий [1]. За годы интен-
сивных исследований получено множество интересных оценок длины 
(l-сложности) и количества шагов (t-сложности) выводов в различ-
ных системах классического исчисления высказываний (КИВ), на ос-
нове которых выстроена некая иерархия пропозициональных систем 
выводов. Некоторые из них с относительно простой стратегией поиска 
выводов, условно определены как «слабые» системы – системы, в ко-
торых для отдельных классов формул получены нижние экспоненци-
альные оценки длин выводов, а те системы, в которых ни для какого 
класса таковых оценок пока не найдено, считаются «сильными». К 
первому множеству относится, в частности, система, основанная на 
обобщенном методе расщеплений ОР, определенная в [2], ко второму 
классу относятся наиболее естественные системы выводов – системы 
Фреге ऐ. В настоящей работе выявлено некое несоответствие между 
характеристиками «слабый-сильный» соотношениями названных сис-
тем: для одного из классов формул первая система оказалась лучшей 
для обеих сложностных характеристик, для другого класса – вторая 
система, что указывает на факт несравнимости этой пары систем.  

2. Предварительные понятия. Для доказательства основного 
результата напомним некоторые понятия и обозначения. Мы будем 
пользоваться общепринятыми понятиями единичного n-мерного буле-
ва куба (ܧ௡), пропозициональной формулы, тавтологии, системы до-
казательства КИВ. 

Конкретный выбор языка для представления пропозициональ-
ной формулы (а значит, и системы доказательств) не имеет значения 
для наших рассмотрений, однако из технических соображений мы 
предполагаем, что он содержит пропозициональные переменные ݌௜ 
(݅ ≥ 1) и (или) ݌௜ೕ (݅ ≥ 1, ݆ ≥ 1), логические связки ¬, &, ∨, ⊃ и пару 
скобок ( , ).  
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Длина формулы ߮ , определяемая как количество всех вхождений 
в нее логических связок, обозначается через |߮|. Очевидно, что ли-
нейной функцией от |߮| оценивается и полная длина формулы, пони-
маемая как количество всех символов. 

Следуя общепринятой терминологии, литералом будем назы-
вать переменную или ее отрицание. Конъюнкт K может быть пред-
ставлен как множество литералов, причем это множество не может со-
держать переменную и ее отрицание одновременно.  

В работе [4] введены следующие понятия. Для произвольной 
пропозициональной формулы ψ следующие тривиальные эквивалент-
ности назовем правилами замещения: 

 
 Применение правил замещения к некоторому слову заключается 

в замене какого-либо его подслова, имеющего вид левой части одного 
из указанных эквивалентностей, правой частью. 

Отметим также, что функция pб определяется общепринятым 
образом: p0 есть ¬݌, a p1 есть p. 

 
 2.1. Определения рассматриваемых систем 
Согласно [1], каждая система Фреге ऐ использует перечислимое 

множество пропозициональных переменных, конечное, функциональ-
но полное множество логических связок; ऐ имеет конечное множество 
правил вывода, определяемых для формул А1,А2, ... ,Аm и В в виде 

B
AAA m21  (правила вывода, количество посылок которых равно нулю, 

считаются аксиомами); система ऐ должна быть непротиворечивой и 

0 & ߰ = 0, ߰ & 0 = 0, 1 & ߰ = ߰, ߰ & 1 = ߰, 0 ∨  ߰ = ߰, ߰ ∨  0 = ߰, 1 ∨ ߰ = 1, ߰ ∨  1 = 1, 0 ⊃ ߰ = 1, ߰ ⊃ 0 = ത߰, 1 ⊃ ߰ = ߰, ߰ ⊃ 1 = 1, 0ത = 1, 1ത = 0, ധ߰ =  ߰,  0 ≡ ߰ = ത߰, ߰ ≡ 0 = ത߰, 1 ≡ ߰ = ߰, ߰ ≡ 1 = ߰. 
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полной, т.е. если при некотором значении переменных все формулы 
А1,А2, ... ,Аm истинны, то и В должно быть истинным, и все тавтологии 
должны быть выводимы.  

Система обобщенных расщеплений была описана в [2]. Обоб-
щенный метод расщеплений (о.м.р.), введенный на основе метода рас-
щеплений, описанного в [3] только для дизъюнктивных нормальных 
форм (д.н.ф.), позволяет каждой формуле ߮ сопоставить некоторое по-
меченное бинарное дерево расщепления (д.р.), корню которого припи-
сана сама формула ߮, конечным узлам приписаны значения 0 или 1, а 
сыновьям каждого узла ݒ, которому приписана некоторая формула ߮ ௩, 
приписаны результаты расщепления ߮௩ по некоторой переменной ݌, 
входящей в ߮௩ следующим образом: 

1) при расщеплении тавтологии ߮ ௩ по литералу ߙ делаем пометку ߙ на ребре, ведущем от узла с пометкой ߮௩ к узлу с пометкой ߮௩ [ߙ], 
2) сама формула ߮௩ [ߙ] строится по ߮௩ следующим образом: ес-

ли ߙ = ߙ)݌ = -подставляем зна ݌ ҧ), то всюду в ߮௩ вместо переменной݌
чение 1(0) и применяем правила замещения или до получения форму-
лы, не содержащей константы, или до получения константы.  

 Естественно, что, меняя порядок переменных, по которым про-
изводится расщепление, можно получать различные д.р. Очевидно 
также, что тавтологиям соответствуют деревья, конечным узлам кото-
рых приписаны только единицы. 

Соответствующая система, основанная на о.м.р. с одной аксио-
мой-тавтологией – 1 и одним правилом вывода ߮[݌], ߮[݌ҧ] ⊢ ߮,обозна-
чена через ࡼࡻ. 

 
2.2. Сложностные характеристики выводов 
Основными сложностными характеристиками выводов являют-

ся: t – сложность, определяемая как количество различных формул в 
выводе, и l – сложность, определяемая как сумма длин всех различных 

формул в выводе [2]. Пусть ϕ является некоторой системой выводов, 
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а φ – некоторая тавтология. Через ݐఝ ம ൫݈ఝ ம ൯ обозначим минимально воз-
можное значение t-сложности (l-сложности) всевозможных выводов 

тавтологии φ в системе ϕ. Следующие понятия введены в [1]. 

Пусть Ф1 и Ф2 произвольные пропозициональныe системы. 
Определение 2.2.1. Система Ф1 p-l-имитирует (p-t-имитирует) 

систему Ф2 если существует такой полином p(), что для любой 
формулы ߮, выводимой в обоих системах Ф1 и Ф2, имеет место ݈ఝ Фଵ ఝ Фଵݐ ) (ఝФଶ݈)݌ ≥   ≤  .( (ఝФଶݐ)݌ 

Определение 2.2.2. Системы Ф1 и Ф2 p-l – эквивалентны (p-t – 
эквивалентны), если каждая из систем Ф1 и Ф2 p-l – имитирует ( p-t – 
имитирует) другую. 

Далее будут получены верхние и нижние оценки указанных 
сложностных характеристик выводов и для их записи будут исполь-
зованы следующие общепринятые обозначения: 
если ∃сଵ∃݇ଵ ∀ݔ > ݇ଵ|݂(ݔ)| ≥ ܿଵ|݃(ݔ)|, то мы будем писать݂(ݔ) =Ω(݃(ݔ)), 
если ∃сଶ∃݇ଶ ∀ݔ > ݇ଶ|݂(ݔ)| ≤ ܿଶ|݃(ݔ)|, то мы будем писать݂(ݔ) =O൫݃(ݔ)൯. 

При выполнении этих обеих условий будем писать ݂(ݔ) =Θ(݃(ݔ)). 
2.3. Важные формулы 
В наших рассмотрениях важную роль играют тавтологии 
࢓,࢔ࡹࢀࢀ   = ⋁(ఙభ,…,ఙ೙)∈ா೙ &௝ୀଵ௠ ⋁௜ୀଵ௡ ݊)௜ೕఙ೔݌ ≥ 1, 1 ≤ ݉ ≤ 2௡ − 1), 

 
которые при каждых фиксированных ݊ ≥ 1 и m из указанных интер-
валов «выражают» следующее истинное утверждение: в каждой 0, 1-

матрице размера ࢔ × -можно так «перевернуть» строки (заме ࢓

нить 0 на 1 и 1 на 0), чтобы в каждом столбце была по крайней 

мере одна единица. Отметим, что หܶܶܯ௡,௠ห = ݊2௡݉. 
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Второй класс рассматриваемых формул – совершенные д.н.ф. 
тавтологий  

DNFn = ⋁(ఙభ,…,ఙ೙)∈ா೙ &௜ୀଵ௡ ݊) ௜ఙ೔݌ ≥ 1). 
 
Отметим, что |࢔ࡲࡺࡰ| = (݊ + 1)2௡ − 2 . 

3.Основные результаты. 
Здесь сначала будут даны оценки шагов и длин выводов формул 

DNFn в системах ऐ и ОР, затем будут приведены оценки тех же 
сложностных характеристик в тех же системах для формул ࢔ࡹࢀࢀ,ଶ೙ିଵ, 
и далее будет дан сравнительный анализ полученных результатов. 

Теорема 1. ࢔ࡲࡺࡰݐ ОР = Θ(݊) и  ݈࢔ࡲࡺࡰ ОР = O(݊2௡), ࢔ࡲࡺࡰݐ ℱ = Ω(2௡) и  ݈࢔ࡲࡺࡰ ℱ = Ω((2௡)ଶ).  
 
Для доказательства теоремы предварительно сделаем несколько 

замечаний о возможностях построения дерева расщепления, основы-
ваясь на о.м.р. для 

DNFn = ⋁(ఙభ,…,ఙ೙)∈ா೙ &௜ୀଵ௡ ݊) ௜ఙ೔݌ ≥ 1). 
 
В силу «симметричного» расположения переменных в этих фор-

мулах порядок выбора переменных, по которым будет производиться 
расщепление, не важен. 

Произведем расщепление по переменным ݌௡, ,௡ିଵ݌ … , -ଵ пооче݌
редно на каждом уровне. Рассмотрим, какие формулы получаются при 
расщеплении формулы DNFn по вышеуказанным переменным. На 
первом уровне дерева, естественно, находится сама формула DNFn, на 
втором – две формулы DNFn-1, на третьем – четыре формулы DNFn-2 , 
на предпоследнем уровне будут формулы ݌ଵ ∨  – ଵ, а на последнем݌¬
одни единицы. Нетрудно заметить, что среди вышеперечисленных 
формулах ровно ݊ +  1, отличных друг от друга. а значит  ࢔ࡲࡺࡰݐ ОР =Θ(݊). Сумма длин всех различных формул в этом выводе равна:  
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следовательно, ݈࢔ࡲࡺࡰ ОР = O(݊2௡).  

Для оценок сложностных характеристик в системах Фреге на-
помним понятие существенной подформулы тавтологии [4]. Подфор-
мула β тавтологии ߮ является существенной, если результат ее повсе-
местной замены на переменную, не входящую в ߮, не является тавто-
логией. Там же обосновано, что если количество различных сущест-
венных подформул тавтологии есть k, то ݐఝ ℱ = Ω(݇) и ݈ఝ ℱ = Ω(݇ଶ). Ес-
ли в каждом конъюнкте формулы DNFn расставить скобки, спаривая 
литералы справа налево, а сами конъюнкты также спаривать справа 
налево, то не трудно убедиться, что для каждого ݊ количество различ-
ных существенных подформул в DNFn равно:  

 
n + 2ଶ + 2ଷ + … + 2௡ + 2௡ - 1 ≥ 3(2௡ ), 

 
откуда следует, что ࢔ࡲࡺࡰݐ ℱ = Ω(2௡) и ݈࢔ࡲࡺࡰ ℱ = Ω((2௡)ଶ).  

Напомним, что в [4] доказано, что для некоторого полинома p() 
మ೙షభ ℱ,࢔ࡹࢀࢀݐ  ≤ మ೙షభ ℱ,࢔ࡹࢀࢀ݈  ≤   ,௡,ଶ೙ିଵห൯ܯ൫หܶܶ݌

 
a в [2] доказано, что при произвольном достаточно большом ݊ и ∀݅(1 ≤ ݅ < [݊ log௡ 2]) для формул ߮௡௜ =  :௡,௡೔ имеет местоܯܶܶ
 logଶݐఝ೙೔  ℱ = Ω൫݊௜൯ и logଶ݈ఝ೙೔  ℱ = Ω൫݊௜൯. 

 
Сравнивая эти оценки с результатами Теоремы 1, получаем 

следующее утверждение. 
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Теорема 2. Системы ऐ и ОР несравнимы по шагам выводов. 
Действительно, система ऐ имеет экспоненциальное ускорение 

шагов формулы ܶܶܯ௡,ଶ೙ିଵ по сравнению с количеством шагов выво-
дов той же формулы в системе ОР, и наоборот: система ОР имеет 
экспоненциальное ускорение шагов формулы DNFn по сравнению с 
количеством шагов выводов той же формулы в системе ऐ.  

Интересно провести исследования по сравнению количества 
шагов одних и тех же формул в системе ОР и ряде других известных 
пропозициональных систем с целью построения быть может новой 
иерархии по шагам выводов. 

 
Исследование данной статьи выполнено при финансовой поддержке Государствен-
ного комитета по науке МОН РА в рамках научного проекта № 18T-1B034.  
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ON SOME PROPERTIES OF PROPOSICIONAL SYSTEM BASED ON 
GENERALIZATION OF SPLITTING METHOD 

 
А. Chubaryan, S. Hovhanisyan, H. Gasparyan 

 
ABSTRACT 

 
The main proof complexity characteristics (number of steps and sizes ) are 

comparisen for two classes of formulas in “weak” propositional proof system, based 
on generalization of splitting method, and in one of “strong” systems – Frege systems. 
The first system is better by both complexity characteristics for one of considered 
formula classes, just as the second system is better for the other classes. 

Kaywords: generalising splitting method; Frege systems; size and number of 
proof steps; simulation of systems. 
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ABSTRACT 

A proper edge-coloringߙ of a graph ܩwith colors 1, 2, … ,  is called a ݐ
near-interval t-coloring (interval (ݐ, 1)-coloring) if all colors are used and 
the colors of edges incident to each vertex ݒ ∈  satisfy the(ܩ)ܸ
condition݀ீ(ݒ) − 1 ≤ max൫ܵ(ݒ, ൯( ߙ − min (ܵ(ݒ, (( ߙ ≤ ܵ and ,ݒis the degree of the vertex (ݒ)ீ݀ where ,(ݒ)ீ݀ ,ݒ)  is the set of colors of edges(ߙ
incident to ݒ. We prove that all bipartite multigraphs with (ܩ)߂ ≤ ݎ) ݎ2=  2)and vertex degrees ݀ீ(ݒ)  ∈  {1, 2, ݎ2 − 1,  have an{ݎ2
interval (2ݎ, 1)-coloring. We also prove that every bipartite graph with 
bipartition (ܷ, ܸ) where for every ݑ ∈ ܷ, (ݑ)ீ݀ = 6 and for every ݒ ∈ܸ, (ݒ)ீ݀ ∈ {1,2,4,5,6} has an interval (7,1)-coloring. 

Keywords: interval coloring, near-interval coloring, interval (ݐ, 1)-
coloring, bipartite graph. 

1. Introduction
We use [11] for terminology and notation not defined here. All graphs

considered are finite, undirected, allow multiple edges, and contain no 
loops, unless otherwise stated. A simple graph is a graph with no multiple 
edges and loops. Let ܸ(ܩ) and (ܩ)ܧ denote the sets of vertices and edges 
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of a graph ܩ, respectively. The degree of a vertex ݒ ∈  is the number(ܩ)ܸ
of edges that are incident to the ݒ, and in a multigraph, loops are counted 
twice. The degree of a vertex ݒ is denoted by ݀ீ(ݒ), and the maximum 
degree of ܩ by Δ(ܩ).  

A proper t-edge-coloring of a graph is a mapping ߙ: (ܩ)ܧ  →{1, 2, … , (݁)ߙ such that ,{ݐ ≠ ݁ for every pair of adjacent pairs (′݁)ߙ  and ݁ ′. 
If ߙ is a proper edge-coloring of ܩ and ݒ ∈ ,ݒ)ܵ then ,(ܩ)ܸ  spectrum of)(ߙ
the vertex ݒ) denotes the set of colors of edges incident to ݒ. An interval (ݐ, 1)-coloring (near-interval ݐ-coloring) of a graph ܩ is a proper edge-
coloring ߙof ܩ with colors 1,2, … ,  such that all colors are used and the ݐ
colors of edges incident to each vertex ݒ ∈ (ݒ)ீ݀ satisfy the condition (ܩ)ܸ − 1 ≤ max  ൫ܵ(ݒ, ൯( ߙ − min (ܵ(ݒ, (( ߙ ≤  This notion was .(ݒ)ீ݀
introduced by Petrosyan and Arakelyan in 2007 [6]. In particular, in [6,7] 
Petrosyan, Arakelyan and Baghdasaryan proved that if a connected graph ܩ 
has an interval (ݐ, 1)-coloring, then ݐ ≤ |(ܩ)ܸ|2 − 1. They also described 
all possible values of ݐ for which the complete graph ܭ௡ has an interval (ݐ, 1)-coloring. In the same paper the authors proved that if ܩ is a graph 
with Δ(ܩ) ≤ 3, then it has a near-interval coloring. On the other hand, in 
[7] it was proved that for any integer Δ ≥ 24, there exists a connected graph ܩ with the maximum degree Δ that has no near-interval coloring. In [8], 
Petrosyan, Khachatrian and Mamikonyan investigated near-interval 
colorings of bipartite graphs. In particular, they proved that all bipartite 
graphs with maximum degree 4 admit near-interval colorings. Some 
interesting results on biregular bipartite graphs were obtained by Casselgren 
and Toft [5]. In 2018, Petrosyan [9] proved that if ܩ is a graph with Δ(ܩ) ≤4, then it has a near-interval coloring. On the other hand, he also proved that 
for any integer Δ ≥ 18, there exists a connected bipartite graph ܩ with 
maximum degree Δ that has no near-interval coloring. Recently, Pastuszak 
and Petrosyan proved that all bipartite graphs with maximum degree 5 have 
near-interval colorings. 

If ߙ is an interval (ݐ, 1)-coloring of a graph ܩ such 
thatmax൫ܵ(ݒ, ൯( ߙ − min൫ܵ(ݒ, ൯( ߙ = (ݒ)ீ݀ − 1for any vertex ݒ ∈  ,(ܩ)ܸ
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then ߙ is called an interval t-coloring of ܩ. This notion was introduced by 
Asratian and Kamalian in 1987 [3,4]. Note that every graph that has an 
interval ݐ-coloing also has an interval (ݐ, 1)-coloring but not every graph 
that has an interval (ݐ, 1)-coloring also has an interval t-coloring. In general, 
it is an NP-complete problem to determine whether a bipartite graph has an 
interval coloring or not [10]. 

In the present paper we consider near-interval colorings of bipartite 
graphs. We first prove that all bipartite multigraphs with (ܩ)߂ = (ݒ)ீ݀ and vertex degrees(2 ≤ ݎ) ݎ2  ∈  {1, 2, ݎ2 − 1, ,ݎhave an interval (2 {ݎ2 1)-
coloring. Then we consider near-interval colorings of some class of bipartite 
graphs with maximum degree 6, and we show that all graphs from this class 
have an interval (7,1)-coloring. 

 
2. Main Results 

For two integers ܽ and ܾ with ܽ ≤  ܾ, the set{ܽ, ܽ + 1, … , ܾ} is 
denoted by [ܽ, ܾ].  

A graph ܩ is called Eulerian if it is both connected and has a closed 
trail (a walk with 
no repeated edges) containing all edges of a graph. A 2-factor of a graph ܩ, 
where loops are allowed, is a 2-regular spanning subgraph of ܩ. We need 
the following classical result from factor theory [1]. 
 

Petersen’s theorem. Let ܩ be a 2ݎ-regular graph (where loops are 
allowed). Then ܩ can be represented as a union of edge-disjoint 2-factors. 

 
We now are able to formulate one of the main results of the paper. 
Theorem 1. If ܩ is a bipartite multigraph with Δ(ܩ) = ݎ) ݎ2 ≥ 2) 

and for every vertex ݒ ∈ ,(ܩ)ܸ (ݒ)ீ݀ ∈ {1, 2, ݎ2 − 1,  has an ܩ then ,{ݎ2
interval (2ݎ, 1) – coloring. 

Proof. In the proof of this theorem we follow the idea from [2].Define 
a new graph ܩ∗as follows: first take two isometric copies ܩଵ and ܩଶ of the 
graph ܩ and join by an edge every vertex with an odd vertex degree in ܩଵ 



On near-interval colorings of some bipartite graphs 46 

with its copy in ܩଶ. Then for every vertex ݒ ∈ (ଵܩ)ܸ ∪  ,of degree 2 (ଶܩ)ܸ
add r-1 loops at ݒ. Note, that ܩ∗ is a 2r-regular graph. By Peterson’s 
theorem, ܩ∗ can be represented as a union of r edge-disjoint 2-factors ܨଵ, ,ଶܨ … , ,ଵܨ ௥. By removing all loops from 2-factorsܨ ,ଶܨ … ,  we ,∗ܩ ௥ ofܨ
obtain that the resulting graph ܩᇱ is a union of edge-disjoint Eulerian 
subgraphs ܨଵᇱ, ,ଶᇱܨ … , ݅) ݅ is bipartite, for each ∗ܩ ௥ᇱ. Sinceܨ = 1, 2, … ,  ௜ᇱܨ(ݎ
is a collection of even cycles in ܩᇱ. Next, for each ܨ௜ᇱ(݅ = 1, 2, … ,  ,ᇱܩ of (ݎ
color the edges of ܨ௜ᇱ alternately with colors 2i-1 and 2i. Let ߙ be the 
resulting coloring of ܩᇱ. Note that ߙ is a proper edge-coloring of ܩᇱ with 
colors 1,2, …, 2r and it has the following properties. 

1. For each vertex ݒ ∈ (ݒ)with ݀ீᇲ (ᇱܩ)ܸ = ,ݎ2 ܵீᇲ(ݒ, (ߙ = [1,  .[ݎ2
2. Since for each vertex ݒ ∈ (ݒ)with ݀ீᇲ (ᇱܩ)ܸ = 2, there exists 

exactly one Eulerian subgraph ܨ௜ೡᇱ  such that ݀ி೔ೡᇲ (ݒ) = 2, ܵீᇲ(ݒ, (ߙ =[2݅௩ − 1, 2݅௩] for some ݅௩. 
Now consider the restriction of this proper edge-coloring to the edges 

of graph ܩ. The resulting coloring of ܩ has the following properties. 
1. For each vertex ݒ ∈ (ݒ)ீ݀ with (ܩ)ܸ = 1, ,ݒ)ீܵ  2݅௩} ݏ݅ (ߙ  .for some ݅௩ {2݅௩} ݎ݋ {1−
2. For each vertex ݒ ∈ (ݒ)ீ݀ with (ܩ)ܸ = 2, ,ݒ)ீܵ (ߙ = [2݅௩ −1, 2݅௩] for some ݅௩. 
3. For each vertex ݒ ∈ (ݒ)ீ݀ with (ܩ)ܸ = ݎ2 − 1, ,ݒ)ீܵ   is(ߙ

either[1, 2݅௩}\[ݎ2 − ,1] ݎ݋ {1  .for some ݅௩ {2݅௩}\[ݎ2
4. For each vertex ݒ ∈ (ݒ)ீ݀ with (ܩ)ܸ = ,ݎ2 ,ݒ)ீܵ (ߙ = [1,  .[ݎ2
Clearly, this coloring is an interval (2ݎ, 1) – coloring of ܩ.   
 
The next result concerns bipartite graphs with Δ(ܩ) = 6. 
 
Theorem 2. Let ܩ be a bipartite multigraph with bipartition (ܷ, ܸ). If 

for every vertex ݑ ∈ ܷ, (ݑ)ீ݀ = 6 and for every vertex ݒ ∈ ܸ, (ݒ)ீ݀ ∈{1, 2, 4, 5, 6}, then ܩ has an interval (7, 1)-coloring. 
Proof. Construct the auxiliary graph ܩᇱ as described above. Note, 

that ܩᇱ is a union of three edge-disjoint Eulerian subgraphs ܨଵᇱ, ,ଶᇱܨ  ଷᇱ andܨ
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each ܨ௜ᇱ, ݅ = 1, 2, 3, is a collection of even cycles in ܩᇱ. Then color the edges 
of ܨଵᇱalternately with colors 1 and 2. Similarly color the edges of ܨଶᇱ with 
colors 3 and 5 and the edges of ܨଷᇱ with colors 4 and 6. Let ߙ be the resulting 
coloring of ܩᇱ. Note that ߙ is a proper edge-coloring of ܩᇱ with colors 
[1,6].Consider the restriction of this proper edge-coloring to the edges of 
graph ܩ. Note that the resulting coloring of ܩ has the following properties. 

1. For each vertex ݒ ∈ ܸwith ݀ீ(ݒ) = 1, there is only one color in ܵீ(ݒ,  .(ߙ
2. For each vertex ݒ ∈ ܸ with ݀ீ(ݒ) = 2, there exists only one 

Eulerian subgraph ܨ௜ೡᇱ  such that ݀ி೔ೡᇲ (ݒ) = 2 and ܵீ(ݒ,  is an interval (ߙ

with at most one gap. 
3. For each vertex ݒ ∈ ܸ with ݀ீ(ݒ) = 4, there exists only one 

Eulerian subgraph ܨ௜ೡᇱ such that ݀ி೔ೡᇲ (ݒ) = 0. In this case ܵீ(ݒ, ,ݒ)ீܵ is  {1,2,3,5},[3,6] or {1,2,4,6}. If (ߙ (ߙ = {1,2,4,6} we recolor the edge 
with color 6 with color 0 and we obtain ܵீ(ݒ, (ߙ = {0,1,2,4} which is an 
interval with one gap. 

4. For each vertex ݒ ∈ ܸ with ݀ீ(ݒ) = ,ݒ)ீܵ,5  is an interval with (ߙ
at most one gap. 

5. For each vertex ݒ ∈ ܸ with ݀ீ(ݒ) = 6, ,ݒ)ீܵ (ߙ = [1, 6]. 
Finally, we shift the colors of edges by 1. It is easy to see that the 

resulting coloring of ܩ is an interval (7,1)-coloring.    
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О ПОЧТИ ИНТЕРВАЛЬНЫХ РАСКРАСКАХ НЕКОТОРЫХ 
ДВУДОЛЬНЫХ ГРАФОВ 

 
Г.П. Матевосян 

 
АННОТАЦИЯ 

 

Правильная реберная раскраска ߙ графа ܩ в цвета 1, . . . , -называется поч ݐ
ти интервальной ݐ-раскраской (интервальной(ݐ, 1)-раскраской), если все цвета 
использованы и для каждой вершины ݒ ∈ (ݒ)ீ݀ выполняется условие(ܩ)ܸ −1 ≤ max൫ܵ(ݒ, ൯(ߙ − min (ܵ(ݒ, (( ߙ ≤  в ݒ степень вершины–(ݒ)ீ݀ где ,(ݒ)ீ݀
графе ܩ, а ܵ(ݒ,  В работе .ݒ множество цветов ребер, инцидентных вершине –(ߙ
доказано, что все двудольные мультиграфы с максимальной степенью (ܩ)߂ ≤ ݎ) ݎ2=  2) и с ݀ீ(ݒ) ∈ {1, 2, ݎ2 − 1, ,ݎимеют интервальную (2 {ݎ2 1)-раскраску. 
Также доказано, что все двудольные графы с разбиением вершин(ܷ, ܸ), где для 
любой вершины ݑ ∈ ܷ, (ݑ)ீ݀ = 6, а для любой вершины ݒ ∈ ܸ − (ݒ)ீ݀  ∈{1,2,4,5,6}, имеют интервальную (7, 1)-раскраску. 

Ключевые слова: интервальная раскраска, почти интервальная рас-
краска, интервальная (t,1) раскраска, двудольный граф. 
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ABSTRACT 

Negative capacitance schemes are very useful analog standard 
blocks with a wide range of usage. They can be used to solve such a 
significant problem as parasitic reducing and compensation, increasing 
of amplifiers operating frequency and for filters design calibration 
without using passive inductors, among other uses. 

The method for improving and controlling CMOS floating negative 
capacitance frequency response is presented in this paper. The negative 
capacitance is obtained by the basic negative impedance converter 
(NIC); the proposed method is also fitted for negative inductance and 
resistance. The proposed approach has been tested for 14nm FINFET 
technology. 

Keywords: negative capacitance, parasitic reducing, high frequency 
performance.  

Introduction 
Negative capacitance schemes or negative capacitance generators 

(NCG) are applicable analog building cells, used for many different 
applications enabling: 
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• the improvement of already existing architectures, through the 
compensation of undesired parasitic capacitance, like bandwidth 
improvement of various kind of amplifiers [6], [7], opportunity to speed 
up some DAC architectures, improvement of ESD protection circuits [3], 
improvement of active inductor design [1], [4], etc.; 

• the design of new circuit architectures like the new compact 
equalization filters, new RC and LC oscillator structures, etc. 

There are also other techniques for grounded and floating negative 
capacitance generation, mostly known for decays. 

Generally, any other well-known negative impedance converter 
(NIC) which employs operational amplifiers or current conveyors can be 
used. Negative capacitance obtained with presented approach is more 
precise, with a wide allowable signal swing. The presented approach has 
disadvantages like required large area and high-power consumption, 
particularly for floating capacitor generation, and performance for high 
frequency is limited. 

Also, other known basic structures can be used as a floating NC, 
for example, common source amplifier with cross-coupled capacitors 
and source’s parallel r-C pairs [2], or the relaxation generator with cross-
coupled MOSFETs described in [3] which is a highly effective approach. 

The mentioned structure generates a negative capacitance and 
negative resistance as well and performs with a predictable noise figure 
and degradation of linearity; it is quite basic, and provides great 
possibilities for improvements and controllability and was thereby 
chosen for the design and performance estimating. 

 
Implementation 
 
A. Common Negative Capacitance 
 
The simple way to obtain floating negative capacitance is a cross-

coupled pair of transistors on a basis of positive feedback. 
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Fig. 1. Basic negative capacitance.  
 

The positive feedback loop is obtained by transistors M1 and M2 
which is formed because of difference at the output currents to get an 
opposite polarity to the differential voltage. 

Hence, the output impedance is negative. The equivalent 
impedance can be given by  

 ܼ௘௤௨ ൌ െ ଵ௦஼ ௚೘ା௦ሺ஼ಸೄାଶ஼ሻ௚೘ି௦஼ಸೄ                                             (1) 

 
In equation channel length modulation is disregarded. As long as f 

<<fT, where fT is the unity gain frequency or switching frequency of 
transistors, also impedance can be approximated by  
 ܼ௘௤௨ ൎ  െ ଵ௦஼ െ ሺ஼ಸೄାଶ஼ሻ௚೘஼ , f<<fT                              (2) 

 
The impedance at the output is the complex impedance with 

reactive and resistive components. The circuit with a shorted capacitor 
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C can be used as negative resistance. Further modification presented in 
[5] enabled a negative inductance generation as well. 

Fig. 2 (a) and (b) show the structure of negative resistance and 
inductance circuits [5]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2. Schematic views of (a) negative resistance and (b) negative inductance 
generators. 

 
B. A Simplified Implementation Model 
 
The NCG described above is loaded with the rest of the schemes 

where it operates as a negative capacitor, and disadvantages like possible 
stability issues mostly depend on the application details. An undefined 
load will be replaced with dynamic load for further analysis. MOSFETs 
shown as current sources are for simplicity. An equivalent schematic 
diagram is shown in Fig. 3 

In Fig. 4 there is shown equivalent impedance and negative 
capacitance of NCG. It has been assumed that the transistors are with 
ideal parameters, without parasitic capacitance but with realistic constant 
transconductance gm. Transconductance defines the value of negative 
resistance while the C defines the negative capacitance. The transistors’ 
transconductance and capacitance define the higher limit of the NCG. In 
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Fig.5 the equivalent negative capacitances for several capacitor values is 
shown. Ideally, only the sign will be opposite. 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
  
 

Fig. 3. Simple NCG with load. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 4. Simple NCG model. Negative capacitance and complex impedance. 
 
 

To increase the high limit of frequency, the range of the value of C 
needs to be reduced. In real design this process it is not permit table. 
Another way to expand bandwidth is to increase currents and transistors 
transconductance.Fig.6 shows expected changes. 
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Fig. 5. Negative capacitance vs input capacitance, ideal model. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. Negative capacitance vs. transconductance, ideal model. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Fig. 7. Negative capacitance and complex impedance vs. transconductance,  
ideal model. 
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High limit of bandwidth depends on transistors’ transconductance and 
current I value. Therefore, circuit controlling is becoming easy. The 
complex impedance is shown below in Fig. 7. 

 
Verification: 
A. General Information 
The circuit has been designed with 14nm FINFEET technology, but 

the proposed design can be implemented in other technologies by 
optimization according to a specific design. 

B. Physical Implementation 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Fig. 8. Negative Capacitance Generator. 
 

In Fig. 8 the proposed NCG is presented. The ideal current source is 
replaced by sink mirrors. The power down circuit gives an opportunity to 
enable parallel connection between several NCGs. This technique is 
implemented to control transconductance of transistors by changing W\L 
ratios.  

In Fig. 9 real circuit vs. model comparison is depicted. Transistors’ 
Cgs parasitics is the main cause of difference. It can be compensated by 
increasing capacitance C value. 
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Fig. 9. Complex impedance and Negative capacitance, model vs. real circuit. 
  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Fig. 10. Negative capacitance vs. transconductance. 

 
 

In Fig. 10 the bandwidth high limit characteristics for different 
transconductance values is shown. Parallel connected simple NCGs 
increases the high frequency limit for almost every decade. Also, 
bandwidth can be controlled by current. Fig.11 shows the controllability 
of IB current.  
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Fig. 11. Negative capacitance vs. current. 

 
 

Conclusion: 
A simple approach to increase and control the NCG bandwidth high 

limit is presented. The technique makes it achievable to increase 
frequency range and control high frequency limit with high precision. 
The technique can be used for Rc oscillators design. The same technique 
can be used for high speed I/O parasitic resistance reduction and thereby 
high frequency performance improvement. 
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ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ ЕМКОСТЬ КМОП С УЛУЧШЕННЫМИ 

ЧАСТОТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
 

А.А. Атанесян 
 

АННОТАЦИЯ 
 

Схемы с отрицательной емкостью представляют собой очень полезные 
аналоговые стандартные блоки с широким спектром применения. Их можно 
использовать для решения таких важных проблем, как уменьшение и компен-
сация паразитных емкостей, увеличение рабочей частоты усилителей, а так-
же для калибровки фильтров без использования пассивных индукторов и т.д. 

В статье представлен метод улучшения и управления частотной харак-
теристикой плавающей отрицательной емкости КМОП. Отрицательная ем-
кость получается базовым преобразователем отрицательного комплексного 
сопротивления (NIC). Предлагаемый способ также подходит для отрицатель-
ной индуктивности и сопротивления. Предложенный подход был протести-
рован для 14-нм технологии FINFET. 

Ключевые слова: отрицательная емкость, уменьшение паразитных со-
ставляющих, высокочастотные характеристики. 
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СИНТЕЗ НОВЫХ ПОТЕНЦИАЛЬНО 
БИОЛОГИЧЕСКИ АКТИВНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ      

2-ДИМЕТИЛАМИНО-4,6-ДИХЛОР-1,3,5-ТРИАЗИНА
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АННОТАЦИЯ 

На базе 2-диметиламино-4,6-дихлор-1,3,5-триазина синтезиро-
ван метил (4-хлор-6-(диметиламино)-1,3,5-триазин-2-ил)глицинат, 
который подвергнут дальнейшим превращениям. Замещением ато-
ма хлора в молекуле последнего получена соответствующая четвер-
тичная аммониевая соль, взаимодействием которой с калиевыми со-
лями 5-S-замещенных призводных1,2,4-триазола и 2-аминотиазо-
лом синтезирован ряд производных неконденсированных би- и три-
гетероциклических систем с сочетанием в молекулах 1,3,5-триази-
нового цикла и различных азолов. Гидразинолизом метил глицината 
получен его гидразид, который с различнымиарилальдегидами об-
разует соответствующие арилиденацетогидразиды. Синтезирован-
ные соединения проявили в эксперименте стимулирующее действие 
на рост растений. 

Ключевые слова: метил (4-хлор-6-(диметиламино)-1,3,5-триа-
зин-2-ил)глицинат, 1,2,4-триазолил- и 2-аминотиазолилтриазины, 
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триазиниламиноарилиденацетогидразиды, конформационная и Z,E-
изомерия, ростостимулирующая активность. 

 
 
Введение 
В настоящее время удовлетворение потребностей растущего на-

селения планеты продуктами питания является одной из основных 
проблем науки. Повышение урожайности сельскохозяйственных куль-
тур достигается использованием минеральных удобрений и пестици-
дов. Хотя уже разрабатываются биологические удобрения и средства 
защиты растений, тем не менее по масштабам применения они пока не 
могут конкурировать с химическими препаратами. Экологические 
требования к последним становятся все более жесткими, поскольку ос-
таточные количества пестицидов и продуктов их разложения могут на-
капливаться в почве и воде, а, следовательно, и проникать в продукты 
питания. Помимо этого при длительном использовании химических 
средств защиты растений у вредителей и возбудителей болезней сель-
хозкультур вырабатывается резистентность по отношению к применя-
емым препаратам. Эти обстоятельства делают необходимым постоян-
но пополнять арсенал пестицидов новыми, экологически более безо-
пасными средствами борьбы. При этом большое практическое значе-
ние имеет выявление активных препаратов в ряду новых систем, по 
отношению к которым у вредителей и возбудителей болезней еще не 
сформировалась резистентность. 

Производные гетероциклических азинов, в частности 1,3,5-триа-
зина, проявляют широкий спектр биологической активности. Ряд ле-
карств и пестицидов, широко используемых в медицинской практике 
и сельском хозяйстве, был синтезирован на основе 1,3,5-триазина [1, 
2]. В последние годы среди его производных выявлены соединения с 
антибактериальной [3–11], противогрибковой [10,11], противовирус-
ной [12,13], противотуберкулузной [14], противораковой [15–21], ан-
ти-ВИЧ [22], антитрипаносомной [23] и антималярийной [24, 25] ак-
тивностями.  
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В сельском хозяйстве в основном применяются гербициды ряда 
триазина и итриазинона, а также большой ряд их сульфуроновых про-
изводных. В то же время, судя по литературным данным, мало изуче-
ны соединения с комбинацией 1,3,5-триазинового кольца с другими 
фармакофорными гетероциклами, в частности с азолами (1,2,4-триазо-
лом,тиазолом и изоксазолом), хотя на базе последних синтезирован и 
широко применяется в сельском хозяйстве целый арсенал пестицидов. 

Целью данной работы была разработка доступных и эффектив-
ных методов синтеза новых производных 1,3,5-триазина, а также сое-
динений с сочетанием в молекуле 1,3,5-триазина с 1,2,4-триазольным, 
тиазольными изоксазольным цикламии изучение их биологической 
активности с точки зрения поиска новых экологически более безвред-
ных пестицидов или регуляторов роста растений. 

 
Результаты и обсуждение 
Реакцией исходного 2,4-дихлор-6-диметиламино-1,3,5-триазина 

(1) с гидрохлоридом метилового эфира глицина в среде ацетона син-
тезирован соответствующий эфир (2). Последующее замещение вто-
рого атома хлора обычно протекает труднее и с меньшим выходом, 
поэтому сначала была получена триметиламмониевая соль 1,3,5-триа-
зина (3) и далее осуществлены реакции с предварительно полученны-
ми калиевыми солями 5-S-замещенных призводных1,2,4-триазола и 2-
аминотиазолом, в результате которых синтезированы целевые продук-
ты – ряд производных неконденсированных би- и тригетероцикличес-
ких систем с сочетанием в молекулах 1,3,5-триазинового цикла и раз-
личных азолов (4, 5). 

С целью синтеза арилиденгидразидов (7) сначала взаимодейст-
вием эфира 2 с 63% гидразином синтезирован соответствующий гид-
разид, который с арилальдегидами образует целевые продукты 7. 
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Синтезированные соединения очень интересны с точки зрения 

протекающих в их молекулах процессов динамической изомерии. Так, 
в спектрах ЯМР всех соединений для диметиламинного и аминоэфир-
ного заместителей триазинового цикла наблюдаются по два набора 
сигналов, что связано с заторможенным внутренним вращением этих 
групп вокруг связей N-гетероцикл. Повышение порядка указанных 
связей обусловлено взаимодействием неподеленных электронных пар 
экзоциклических атомов азота с р-электронными орбиталями триази-
нового цикла. Аналогичные процессы конформационной изомерии в 
молекулах 2,4-алкил (диалкил) аминозамещенных производных 1,3,5-
триазина описаны в работе [26].  

В случае соединений 7 к указанным динамическим процессам 
добавляется также Z,E-изомерия при двойной связи С=N. В этом слу-
чае преобладает стерически более выгодный Е-изомер. 
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Биологические свойства синтезированных соединений 
Синтезированные соединения были подвергнуты лабораторно-

вегетационным испытаниям для определения гербицидных, фунги-
цидных росторегулирующих свойств синтезированных соединений. 
Практически все соединения продемонстрировали стимулирующее 
действие на рост растений. Эксперименты проводились на семенах и 
саженцах фасоли обыкновенной (Phaseolusvulgaris L.). Изучалось вли-
яние водных суспензий соединений 1–7 в концентрациях 25 и 50 мг/л 
на жизнеспособность семян, прорастание и рост рассады. Эти данные 
сравнивались с аналогичным эффектом растворов гетероауксина тех 
же концентраций. Активность соединений колебалась в интервале 46–
87% по сравнению с гетероауксином. Данные биологического скри-
нинга отражают интересный факт, когда в ряде случаев стимулирую-
щее действие растворов с меньшей концентрацией оказалось выше бо-
лее концентрированных растворов. Вещества, проявившие в экспери-
менте активность выше 70% (4a, 4b, 7b), отобраны для более глубоко-
го изучения и дальнейших полевых испытаний с применением также 
растворов синтезированных соединений в концентрациях < 25 мг/л.  
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Экспериментальная часть 
Спектры ЯМР 1H и 13C сняты при 300С на спектрометре ЯМР 

Varian Mercury-300 (300 и 75 MHz, соответственно) в смеси раствори-
телей ДМСО-d6+СCl4 (3:1) с применением стандартной импульсной 
последовательности, в качестве внутреннего стандарта использовался 
ТМС. Для синглетных, уширенных синглетных, дублетных, триплет-
ных, квадруплетных и мультиплетных сигналов ЯМР использовались 
сокращения: с, ушс, д, т, к и м. Ход реакций и чистота полученных 
соединений проверялась методом ТСХ на пластинах “Silufol UV-254” 
в качестве элюента использовалась смесь ацетон/гексан (2:1). Темпе-
ратуры плавления определялись капиллярным методом и не корректи-
рованы. 

Метил (4-хлор-6-(диметиламино)-1,3,5-триазин-2-ил) глици-
нат (2). К смеси 0.01 моля 2,4-дихлор-6-диметиламино-1,3,5-триазина 
(1) и 0.01моля гидрохлорида метилового эфира глицина в 30 мл ацето-
на при охлаждении (-5–0°C) прикапывают водный раствор 0.02 моля 
Na2CO3. Нагревают 2 часа при 50–55°C, приливают к холодную воду и 
фильтруют. Выход 81%, т.пл. 173–175оС. Спектр 1Н ЯМР δм.д., J (Гц): 
3.07 и 3.11 (с,с, 6Н, N(CH3)2); 3.67 и 3.70 (c,c, 3H, OCH3); 3.94 и 4.00 
(д,д, J=6.1 Гц, 2Н, NCH2); 7.51 и 7.94 (т,т, J=6.1 Гц, 1Н, NН). Спектр 
13С ЯМР δм.д.: 35.5, 35.7, 41.7, 42.0, 51.0, 164.3, 165.1, 168.0, 169.5.  

4-(Диметиламино)-6-((2-метокси-2-оксоэтил)амино)-N,N,N-
триметил-1,3,5-триазиниламмониумхлорид (3). К раствору 0.01 мо-
ля соединения 2 и 10–15 мл бензола при охлаждении прибавляют 0.015 
моля N(CH3)3 в бензоле. Оставляют при 20°C на ночь. Выпавший оса-
док фильтруют, промывают эфиром и хранят в эксикаторе. Выход 
84%, т.пл. 138–140оС. Спектр 1Н ЯМР δм.д., J (Гц): 3.10 и 3.15 (с,с, 6Н, 
N(CH3)2); 3.41 (c, 9H, N(CH3)3); 3.68 и 3.72 (c,c, 3H, OCH3); 3.96 и 4.03 
(д,д, J=6.1 Гц, 2Н, NCH2); 7.68 и 8.02 (т,т, J=6.1 Гц, 1Н, NН).  

 
Синтез соединений 4a-d 
Сначала в ацетоне из 0.01 моля соответствующего S-замещенно-

го триазола и 0.01 моля измельченного KOH получают его калиевую 
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соль, затем при охлаждении по порциям прибавляют соединение 3. Ос-
тавляют на ночь, после чего нагревают при 45–50°C до полного выде-
ления триметиламина. Смесь упаривают, обрабатывают водой и 
фильтруют продукт реакции. 

Метил (4-(5-(бензилтио)-1H-1,2,4-триазол-1-ил)-6-(диметила-
мино)-1,3,5-триазин-2-ил)глицинат (4a). Выход 95%, т.пл. 155–
156оС. Спектр 1Н ЯМР δм.д., J (Гц): 3.13, 3.17, 3.22 и 3.24 (c,c,c,c, 6H, 
N(CH3)2); 3.69 и 3.70 (c,c, 3H, OCH3); 4.00 и 4.12 (д,д, J=6.0 Гц, 2Н, 
NCH2); 4.39 и 4.40 (c,c, 2H, SCH2); 7.18-7.45 (м, 5H, C6H5); 7.60 и 8.13 
(т,т, J=6.0 Гц, 1Н, NН); 9.06 и 9.12 (c,c, 1H, CH-триазол). Спектр 13С 
ЯМР δм.д.: 34.99, 35.03, 35.05, 35.63, 42.0, 42.1, 51.0, 126.6, 126.7, 
127.7, 127.8, 128.5, 128.6, 137.0, 144.40, 144.42, 159.2, 161.7, 164.7, 
165.7, 169.6. 

Метил 2-((1-(4-(диметиламино)-6-((2-метоки-2-оксоэтил)ами-
но)-1,3,5-триазин-2-ил)-1H-1,2,4-триазол-5-ил)тио)ацетат (4b). Вы-
ход 79%, т.пл. 138–139оС. Спектр 1Н ЯМР δм.д., J (Гц): 3.13, 3.17, 3.20 
и 3.22 (c,c,c,c, 6H, N(CH3)2);3.70 и 3.73 (c,c,6H, 2×OCH3);4.00 и 4.10 
(д,д, J=6.1 Гц, 2Н, NCH2);4.03 (c, 2H, SCH2);7.62 и 8.18 (т,т, J=6.0 Гц, 
1Н, NН); 9.06 и 9.13 (c,c, 1H, CH-триазол). Спектр 13С ЯМР δм.д.: 22.0, 
28.7, 29.0, 31.3, 32.65, 32.68, 35.54, 35.67, 35.78, 35.80, 42.1, 51.05, 
51.20, 51.77, 51.85, 144.7, 159.2, 160.8, 164.7, 165.0, 165.7, 168.1, 169.6. 

Метил (4-(диметиламино)-6-(5-((2-феноксиэтил)тио)-1H-1,2,4 
-триазол-1-ил)-1,3,5-триазин-2-ил)глицинат (4c). Выход 82%, т.пл. 
135-137оС. Спектр 1Н ЯМР δм.д., J (Гц): 3.12, 3.18, 3.20 и 3.21 (c,c,c,c, 
6H, N(CH3)2); 3.52 (т, J=6.5 Гц, SCH2);3.70 (c,3H, OCH3); 4.00 и 4.10 
(д,д, J=6.0 Гц, 2Н, NCH2); 4.30 (т, J=6.5 Гц, OCH2); 6.85-7.28 (м, 5H, 
C6H5);7.60 и 8.18(т,т, J=6.0 Гц, 1Н, NН);9.08 и 9.15 (c,c, 1H, CH-триа-
зол). Спектр 13С ЯМР δм.д.: 29.0, 29.6, 29.7, 35.5, 35.7, 35.8, 41.9, 42.1, 
51.0, 51.1, 66.0, 66.1, 114.1, 114.2, 120.2, 120.3, 128.8, 128.9, 144.57, 
144.59, 144.65, 157.8, 157.9, 159.3, 161.5, 164.7, 165.0, 165.7, 165.9, 
169.62, 169.65, 169.97. 
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Метил (4-(диметиламино)-6-(5-((3,5-диметилизоксазол-4-ил)-
тио)-1H-1,2,4- триазол-1-ил)-1,3,5-триазин-2-ил)глицинат(4d). Вы-
ход 78%, т.пл. 213–215оС. Спектр 1Н ЯМР δм.д., J (Гц): 2.23 и 2.24 (c,c, 
3H, OCCH3-изокс.); 2.50 (c, 3H, NCCH3-изокс.); 3.12, 3.15, 3.20 и 3.22 
(c,c,c,c, 6H, N(CH3)2); 3.69 и 3.70 (c,c, 3H, OCH3); 3.98 и 4.08 (д,д, J=6.0 
Гц, 2Н, NCH2); 7.62 и 8.23 (т,т, J=6.0 Гц, 1Н, NН); 9.00 и 9.11 (c,c, 1H, 
CH-триазол). Спектр13С ЯМР δм.д.: 9.7, 11.1, 35.54, 35.61, 35.67, 35.79, 
41.9, 42.1, 51.0, 51.2, 101.2, 144.8, 145.0, 159.2, 160.1, 161.2, 164.6, 
165.7, 165.9, 169.6, 172.5. 

Этил 2-((4-(диметиламино)-6-((2-метоки-2-оксоэтил)амино)-
1,3,5-триазин-2-ил)амино)-4-метилтиазол-5-карбоксилат (5). К 
смеси 0.01 моля 2-аминотиазола и 0.01 моля соединения 3 в 10 мл аце-
тона при охлаждении (-5–0 о С) по порциям добавляют сухой КОН. 
Нагревают 3 ч при температуре 40–45 о С, фильтруют, ацетон упари-
вают, добавляют воду и выпавший осадок отфильтровывают. Выход 
89%, т.пл. 270-273оС. Спектр1Н ЯМР δм.д., J (Гц): 1.27 и 1.28 (т,т, J=7.0 
Гц, 3H, OCH2CH3); 2.50 (c, 3H, CH3-тиаз.); 3.10, 3.13, 3.20 и 3.22 (c,c,c,c, 
6H, N(CH3)2);3.63(c,3H, OCH3); 3.96 и 4.10 (д,д, J=6.0 Гц, 2Н, NCH2); 
4.22 (к, J=7.0 Гц, 2H, OCH2CH3); 7.56 (уш.к, 1Н, NH); 11.39 (ушс, 1H, 
NH).   

2-((4-Хлор-6-(диметиламино)-1,3,5-триазин-2-ил)амино)аце-
тогидразид (6).Смесь 0.01 моля соединения 2 и 10 мл 63% N2H4 пере-
мешивают при комнатной температуре два дня. Добавляют 10 мл воды 
и фильтруют соединение 6. Выход 90%, т.пл. 185-187оС. Спектр 1Н 
ЯМР δм.д., J (Гц): 3.12 (c, 6H, N (CH3)2); 3.82 (д, J=6.0 Гц, 2Н, NCH2); 
4.18 (ушс, 2H, MH2); 7.48 (ушс, 1Н, NН); 8.80 (ушс, 1Н, NН).  

  
Синтез соединений 7a,b 
К смеси 0.01 моля соединения 6 и 10 мл воды по каплям прибав-

ляют 0.01 моля 20% HCl, затем 0.01 моля соответствующего альдеги-
да. Перемешивают при 20°C 4 часа и оставляют на ночь. Выпавший 
осадок фильтруют. 
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N'-Бензилиден-2-((4-хлор-6-(диметиламино)-1,3,5-триазин-2-
ил)амино)ацетогидразид (7a).Выход 95%, т.пл. 225-227оС. Спектр 1Н 
ЯМР δм.д., J (Гц): 3.18 (c, 6H, N(CH3)2); 4.07, 4.19, 4.50 и 4.58 (д,д,д,д, 
J=6.0 Гц, 2Н, NCH2); 7.35-8.03 (м, 5H, C6H5); 8.03и 8.24 (c,c, 1H, 
CH=N); 9.20 (шс, 1H, NH); 11.63и 11.98 (ушс, 1H, NNH).  

2-((4-Хлор-6-(диметиламино)-1,3,5-триазин-2-ил)амино)-N'-
(4-метоксибензилиден)ацетогидразид (7b).Выход 87%, т.пл. 211-
212оС. Спектр 1Н ЯМР δм.д., J (Гц): 3.11 (c, 6H, N(CH3)2); 3.78 и 3.80 
(c,c, 3H, OCH3); 4.08, 4.18, 4.50 и 4.55 (д,д,д,д,J=6.0 Гц, 2Н, NCH2); 
6.95-7.96 (м, 4H, C6H4); 8.02 и 8.22 (c,c, 1H, CH=N); 9.00 (шс, 1H, NH); 
11.58 и 11.90 (ушс, 1H, NNH).  
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SYNTHESIS OF NEW POTENTIALLY BIOLOGICALLY ACTIVE  
2-DIMETHYLAMINO-4,6-DICHLORO-1,3,5-TRIAZINE DERIVATIVES 

 
Zh. Azaryan 

 

ABSTRACT 
 

Based on 2-dimethylamino-4,6-dichloro-1,3,5-triazine methyl (4-chloro-6- 
(dimethylamino)-1,3,5-triazin-2-yl)glycinate was synthesized, which was subjected to 
further transformations. By replacing the chlorine atom in the molecule of the latter, 
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the corresponding quaternary ammonium salt was obtained, itsfurther interaction with 
potassium salts of 5-S-substituted 1,2,4-triazole derivatives and 2-aminothiazole 
afforded a series of of non-fused bi- and triheterocyclic systems derivatives with 
combination of 1,3,5-triazine ring and various azoles. Hydrazinolysis of methyl 
glycinate gave its hydrazide, which with various arylaldehydes formed the 
corresponding arylideneacetohydrazides. In the experiment the synthesized 
compounds showed a stimulating effect on plant growth. 

Keywords: methyl (4-chloro-6-(dimethylamino)-1,3,5-triazin-2-yl)glycinate, 
1,2,4-triazolyl- and 2-aminothiazolyltriazines, triazinylaminoarylideneacetohy- 
drazides, conformational and Z,E-isomerism, plant growth stimulating activity. 
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АННОТАЦИЯ 

Артемизинины представляют собой большую группу природных 
и синтетических продуктов с широким спектром биологической ак-
тивности, включающим антибактериальную, антиоксидантную, 
противовоспалительную, антиканцерогенную, иммуномодулирую-
щую, противомикробную, антигельминтную, антивирусную, проти-
вогрибковую, антималярийную и др. Однако их фармакокинетика, 
фармакодинамика, точные молекулярные мишени недостаточно 
изучены. Данная работа посвящена исследованиям взаимодействия 
артемизининов с сывороточным альбумином человека. Связывание 
препаратов с альбумином может контролировать их распределение 
в тканях, оказывая значительное влияние на фармакокинетику мно-
гих лекарств. Для изучения взаимодействия веществ с альбумином 
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есть ряд методов, таких как флуоресцентная спектроскопия, инф-
ракрасная спектроскопия с преобразованием Фурье, круговой дих-
роизм, калориметрические методы и молекулярное моделирование. 
Нами проведены молекулярная динамика сывороточного альбумина 
человека, а также кластерный и докинг анализ последнего с артеми-
зинином. По результатам докинга потенциальными сайтами связы-
вания артемизинина являются A субдомен II домена, B субдомен I 
домена и A субдомен III домена. Во всех трех сайтах артемизинин 
образует водородные связи с различными аминокислотами, вовле-
ченными во взаимодействие с лекарствами, ксеногенными фактора-
ми и т.д. 

Ключевые слова: артемизинин, сывороточный альбумин чело-
века, молекулярная динамика, кластерный анализ, докинг. 
 
 
Введение 
Среди различных биомакромолекул сывороточный альбумин че-

ловека (САЧ) является наиболее распространённым растворимым бел-
ком в системе кровообращения, обладающим многими физиологичес-
кими функциями. На его долю приходится примерно 60% общего бел-
ка, соответствующего концентрации 42 г/л в крови. САЧ играет роль 
в регулировании осмотического давления и рН, секвестрации свобод-
ных радикалов кислорода, инактивации различных токсичных липо-
фильных метаболитов и транспорте эндогенных (жирные кислоты, 
гормоны, желчные кислоты, аминокислоты) и экзогенных соединений 
(молекулы лекарств и питательные вещества). САЧ представляет со-
бой одноцепочечный гликозилированный полипептид, который содер-
жит 585 аминокислот с молекулярной массой 66 500 Да. САЧ содер-
жит 35 цистеиновых остатков, большинство из которых образуют ди-
сульфидные мостики, которые стабилизируют третичную структуру 
белка, и одну свободную цистеин-производную, red-ox активную ти-
ольную SH-группу (Cys-34), на которую приходится 80% (500 моль/л) 
тиолов в плазме [1, 2]. 
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Взаимодействие между лекарственными средствами и белками 
плазмы очень важно для фармакокинетики и фармакодинамики ле-
карств. САЧ участвует в поглощении, распределении, метаболизме и 
экскреции препарата [2, 3]. 

В наших предыдущих исследованиях изучалось взаимодействие 
артемизинина (АРТ) с глюкокортикоидным рецептором [4–7]. Арте-
мизинин был впервые выделен из растения Artemisia annua – сладкой 
полыни, используемой в традиционной китайской медицине. Он отно-
сится к структурно уникальному семейству триоксановых сесквитер-
пеновых лактонов, содержащих эндопероксидный мостик, который 
считается ключевым в проявлении его биологического действия [8]. 
Артемизинины обладают широким ассортиментом биологических ак-
тивностей: антибактериальным, антиоксидантным, противовоспали-
тельным, антиканцерогенным, иммуномодулирующим, противомик-
робным, антигельминтным, антивирусным, противогрибковым, анти-
малярийным и другими. Однако фармакокинетика, фармакодинамика, 
точные молекулярные мишени АРТ недостаточно изучены [8,9]. 

Целью представленной работы было in silico исследование ха-
рактера взаимодействия артемизинина с сывороточным альбумином 
человека. 

 
Материалы и методы 
3D структура САЧ в формате PDB взята из базы данных RCSB 

Protein Data Bank (RCSB PDB) [10]. Недостающие аминокислоты в 
кристаллической структуре САЧ добавлены с помощью программы 
Modeller [11]. Для оптимизации структуры проведена молекулярная 
динамика полученной структуры САЧ при помощи пакета программ 
GROMACS [12]. Динамику проводили с использованием силового по-
ля Amber 99SB-ILDN [13] и водной модели TIP3P [14] при температу-
ре 300 K, со случайным добавлением ионов Na– или Cl+ для нейтрали-
зации системы. Молекулярная динамика запускалась 4 раза по 400 нс. 
Для получения наиболее встречающейся конформации САЧ был про-
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веден кластерный анализ с помощью пакета программ GROMACS ме-
тодом Gromos [12]. 3D структура артемизинина была получена из базы 
данных PubChem [CID: 68827] [15]. Докинг анализ полученных после 
кластерного анализа конформации САЧ с артемизинином проводили 
программными пакетами AutoDockTools и AutoDockVina [16]. Анализ 
водородных связей и гидрофобных взаимодействий проводили с по-
мощью Ligplot [17]. Визуализация полученных данных проводилась 
при помощи Pymol [18].  

 
Результаты и обсуждение 
Нами проведены молекулярная динамика и кластерный анализ 

структуры САЧ и получено 36 кластеров, где 1-ый кластер составлял 
– 43,25%, 2-ой – 14,44%, 3-ий – 13,12% и 4-ый – 10,42% от общего 
числа конформаций. Для каждого из этих 4 кластеров были получены 
центроидные структуры. Для исследования механизма взаимодейст-
вия артемизинина с центроидами четырех кластеров САЧ проводился 
докинг анализ. 

САЧ состоит из трёх гомологичных α-спиральных доменов (I, II 
и III), и каждый из них подразделяется на два поддомена (A и B). Су-
ществуют два крупных и структурно селективных связывающих сайта 
(Drug site 1 и 2, соответственно), которые расположены в доменах IIA 
и IIIA [2].  

Результаты докинг анализа с центроидами 1-ого кластера САЧ 
показали, что артемизинин взаимодействует с участком, который со-
ответствует A субдомену II домена (Drug site 1) (Рис. 1А). Энергия свя-
зывания при этом равна -8,4 Ккал/моль. Артемизинин образует водо-
родную связь с аргинином 218, играющим критическую роль в связы-
вании тироксина, варфарина, билирубина и холестерола [19,20] (Рис. 
1Б). 
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Рис. 1. А) Докинг артемизинина с центроидом 1-ого кластера САЧ.  
Б) Анализ гидрофобных взаимодействий и водородных связей артемизинина с 

центроидом 1-ого кластера САЧ. 
 
Докинг анализ артемизинина с центроидом 2-ого кластера САЧ 

показал, что АРТ взаимодействует с B субдоменом I домена с энергией 
связывания -8,0 Ккал/моль (Рис. 2А).  

 

 
 
 

Рис. 2. А) Докинг артемизинина с центроидом 2-ого кластера САЧ. Б) Анализ  
гидрофобных взаимодействий и водородных связей артемизинина с центроидом    

2-ого кластера САЧ. 

А Б 

А Б 
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Известно, что данный сайт ответственен за связывание с геми-
ном, билирубином, фузидовой кислотой и лидокаином [21]. Анализ с 
помощью программы Ligplot показал, что АРТ образует одну водород-
ную связь с тирозином 148 (Рис. 2Б). 

Докинг анализ с центроидом 3-ого кластера САЧ показал, что 
АРТ взаимодействует с A субдоменом III домена с энергией связыва-
ния -8,2 Ккал/моль (Рис. 3А). С данным сайтом АРТ образует 2 водо-
родные связи с аспарагином 391 и серином 489 (Рис. 3Б). Данный учас-
ток является Drug site 2 САЧ и ответственен за взаимодействие тирок-
сина, ибупрофена, пропофола и т.д. [21]. 

 

 
 
 
Рис. 3. А) Докинг артемизинина с центроидом 3-ого кластера САЧ. Б) Анализ  
гидрофобных взаимодействий и водородных связей артемизинина с центроидом  

3-ого кластера САЧ. 
 
Артемизинин взаимодействует с А субдоменом II домена цент-

роидa 4-ого кластера САЧ, как и в случае с центрoидом 1-ого кластера 
(Рис. 4А), но с большей энергией связывания (-9,2 Ккал/моль). С дан-
ным сайтом АРТ образует множество гидрофобных взаимодействий и 
две водородные связи с аргинином 257, играющим критическую роль 
в связывании лекарственных препаратов в Drug site 1. Исследования 
специфичности связывания и модификации именно этого аргинина 

А Б 
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могут быть полезны для терапевтических методов лечения, направлен-
ных на предотвращение опосредованных метилглиоксалем побочных 
реакций у пациентов. Так, модификации R257 и R410 связаны с инги-
бированием катализа простагландинов, уменьшением связывания 
сайт-маркера варфарина, т.е. in vivo связывание с R257, может иметь 
функциональные последствия для метаболизма простагландина и би-
одоступности лекарственных средств [22]. 

 

 
 
 
Рис. 4. А) Докинг артемизинина с центроидом 4-ого кластера САЧ. Б) Анализ  
гидрофобных взаимодействий и водородных связей артемизинина с центроидом    

4-ого кластера САЧ. 
 
Таким образом, нами проведены молекулярная динамика, клас-

терный и докинг анализ артемизинина с САЧ. По результатам in silico 
исследований получены четыре разные конформации САЧ и проведён 
докинг последних с АРТ. Потенциальными сайтами связывания АРТ 
являются A субдомен II домена, B субдомен I домена и A субдомен III 
домена. Во всех трех сайтах АРТ образует водородные связи с различ-
ными аминокислотами, которые в той или иной степени вовлечены во 
взаимодействии с лекарствами, ксеногенными факторами и т.д. 

 

А Б 
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MOLECULAR MODELING OF THE INTERACTION OF ARTEMISININ 
WITH HUMAN SERUM ALBUMIN 

 
S. Ginosyan, H. Grabski, S. Tiratsuyan 

 
ABSTRACT 

 
Artemisinins are a large group of natural and synthetic products with a wide 

range of biological activities, including antibacterial, antioxidant, anti-inflammatory, 
anti-carcinogenic, immune modulating, antimicrobial, anthelmintic, anti-viral, 
antifungal, anti-malarial, etc. However, the pharmacokinetics, pharmacodynamics, 
exact molecular targets of artemisinins are not well understood. This paper is devoted 
to the study of their interaction with human serum albumin. The binding of drugs to 
albumin can control their distribution in tissues, which can have a significant impact 
on the pharmacokinetics of many drugs. There are a number of methods for studying 
the interaction of substances with albumin, such as fluorescence spectroscopy, Fourier-
transform infrared spectroscopy, circular dichroism, calorimetric methods and 
molecular modeling. We carried out the molecular dynamics simulation of human 
serum albumin, as well as cluster and docking analysis of the latter with artemisinin. 
According to the results of docking, potential binding sites of artemisinin are 
subdomain II of domain A, subdomain I of domain B, and subdomain III of domain A. 
In all three sites, artemisinin forms hydrogen bonds with various amino acids involved 
in interaction with drugs, xenogenic factors, etc. 

Keywords: artemisinin, human serum albumin, molecular dynamics, cluster 
analysis, docking. 
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