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ЭТАПЫ НАУЧНО-ПЕДАГОГИЧЕСКОЙ  
ДЕЯТЕЛЬНОСТИ АКАДЕМИКА Э.М. КАЗАРЯНА 

 
 

 
 
 

16-ого января 2017 года исполнилось 75 лет со дня рождения из-
вестного специалиста в области физики полупроводников и нано-
электроники, заслуженного деятеля науки РА, доктора физико-мате-
матических наук, профессора, академика НАН Армении Эдуарда Му-
шеговича Казаряна. Научная биография академика Казаряна является 
ярким примером беззаветного служения науке, начиная со студенчес-
кой скамьи и продолжающегося до сегодняшнего дня, когда наш юби-
ляр встречает свое 75-летие в расцвете сил и полон творческих начи-
наний. Свои первые шаги в науке Э.М. Казарян совершил, будучи сту-



Этапы научно-педагогической деятельности академика Э.М. Казаряна 6 

дентом Физического факультета МГУ – под руководством одного из 
ярких представителей Боголюбовской школы теоретиков, профессора 
В.Л. Бонч-Бруевича. Пройдя довольно серьезную процедуру отбора, 
студент Казарян сконцентрировался на проблеме непрямого – плаз-
монного механизма межзонного поглощения в полупроводниках. При-
чем задачу необходимо было решать в рамках полевого приближения, 
которое является довольно сложным, и далеко под силу не каждому. С 
поставленной задачей молодой человек из Армении справился блестя-
ще, ярким подтверждением чему стала публикация полученных ре-
зультатов в одном из наиболее престижных журналов по физике 
“Physics Letters” по приглашению редактора данного издания. Причем 
статья была опубликована без соавторов.  

Закончив с красным дипломом МГУ, Э.М. Казарян поступил в 
аспирантуру к профессору Бонч-Бруевичу и после ее завершения ус-
пешно защитил кандидатскую диссертацию, получив ученую степень 
кандидата физико-математических наук. После защиты диссертации 
Э.М. Казарян начинает свою трудовую деятельность на кафедре физи-
ки твердого тела Физического факультета ЕГУ. Именно в этот период 
академик Казарян начинает закладывать основы своей большой науч-
ной школы. Первыми учениками Эдуарда Мушеговича становятся: 
Р. Энфиаджян, В. Арутюнян, С. Арутюнян, А. Джотян и др. На кален-
даре начало 70-х гг.: молодой научный лидер и его ученики начинают 
теоретическое исследование недавно реализованных и совершенно эк-
зотических физических объектов – размерно-квантованных полупро-
водниковых пленок. Уникальность этих систем заключалась в том, что 
их физическими свойствами можно управлять довольно гибким обра-
зом и на их основе создавать приборы с наперед заданными физичес-
кими характеристиками. Глубокая физическая интуиция Казаряна 
подсказывала, что исследование подобных систем является чрезвы-
чайно перспективным и многообещающим. Как показало время, он 
оказался абсолютно прав. В те далекие годы коллектив молодых уче-
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ных даже не мог предположить, что обнаружил «научный Клондайк» 
и что в будущем их команда будет участвовать в создании научной 
ветви физики полупроводников, которая станет одним из символов 
технологического прорыва первой четверти XXI века, а именно – на-
нотехнологий. В период с 1972 по 1975 гг. публикуются «пионерские» 
работы по оптике размерно-квантованных пленок, экситонным и при-
месным состояниям в таких системах. Эти работы сразу привлекли 
внимание научного сообщества, ярким свидетельством чему являются 
многочисленные ссылки на них. 

В 1975 году начинается новый этап в научной и педагогической 
деятельности академика Казаряна. Ему предлагают возглавить кафедру 
«Физики» в Ереванском политехническом институте. Со свойственным 
ему энтузиазмом Эдуард Мушегович начинает активную научную и 
учебно-организационную деятельность в стенах Политеха. За короткий 
срок ему удается превратить кафедру в ведущий учебный и научный 
центр Армении. Организуются семинары, конференции, республику по-
сещают всемирно известные специалисты в области физики полупро-
водников и электроники. На базе Политеха создается вторая генерация 
научной школы Казаряна, яркими представителями которой становятся: 
К. Агаронян, С. Аветисян, Г. Минасян, В. Григорян. Цикл научных ра-
бот, проводимых в Политехе, охватывает вопросы, связанные с физи-
ческими процессами в размерно-квантованных пленках и проволоках 
при наличии внешних полей, а также непараболичности закона диспер-
сии носителей заряда, с одной стороны, и взаимодействием лазерного 
излучения с полупроводниками, с другой. Здесь также получен ряд 
новационных результатов, которые цитируются в монографиях и мно-
гочисленных статьях. На основе полученных результатов в 1982 году 
Э.М. Казарян защищает докторскую диссертацию.  

Параллельно с научной деятельностью Казарян проводит актив-
ную учебно-методическую работу, при этом особое внимание уделяя 
проблемам школьного образования. Не случайно, поэтому, что в 1988 
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году ему предлагают занять пост первого заместителя министра На-
родного образования Армянской ССР. 1988 год – один из самых про-
тиворечивых в истории нашего народа. Это – год национального воз-
рождения, год подъема национальной идеи и духа, начала борьбы за 
Карабах. Однако это и год национальной катастрофы – Спитакского 
землетрясения, начала этнических чисток в Азербайджане. Советский 
союз рушился, и всем становилось понятно, что грядут новые времена 
и период турбулентностей. Именно в этот период Э.М. Казарян стано-
вится одним из ключевых руководителей Министерства народного об-
разования Армении. Приходится постоянно адаптироваться с дина-
мично меняющимися процессами и даже принимать участие в полити-
ческих процессах. А дело было в том, что учащиеся армянской нацио-
нальности, заканчивающие в том году учебные заведения Карабаха, 
категорически отказывались брать выпускные документы образца 
Азербайджанской ССР, они требовали документы образца Армянской 
ССР. Создалась в какой-то степени тупиковая ситуация. Для разреше-
ния возникшего кризиса в охваченный волнениями Степанакерт ко-
мандируется Э. Казарян. Начинаются переговоры с А. Вольским, в ре-
зультате которых вырабатывается компромиссное решение: выпускни-
кам-армянам предоставляются документы образца Армянской ССР, а 
азербайджанцам – образца Азербайджанской ССР. Как видно, наш 
юбиляр преуспел и на дипломатическом поприще. 

В 1993 году Э. Казарян становится у руля кафедры «Физики» 
твердого тела на Физическом факультете ЕГУ. Причем, именно в этот 
период Э. Казарян формулирует новый класс задач, связанный с исс-
ледованием физических процессов в квантовых точках с нетривиаль-
ной, в частности, эллипсоидальной геометрией. За основу вычислений 
был взят метод стационарной адиабатики, обусловленный специфи-
ческой геометрией исследуемых систем, и поэтому названный Казаря-
ном «геометрической адиабатикой». Как показали дальнейшие собы-
тия, здесь интуиция также не подвела Эдуарда Мушеговича. Структу-
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ры, которые изначально казались исключительно модельными, в пос-
ледующие годы начали выращивать. И очень важно, что ряд теорети-
ческих предположений, сделанных Казаряном совместно с своими 
учениками, нашли свое экспериментальное подтверждение. За свои 
научные достижения в 1996 году Эдуард Мушегович избирается в На-
циональную академию наук Армении. 

С 1995 года его назначают проректором ЕГУ по развитию уни-
верситетского образования. 

В 1999 году Эдуарду Мушеговичу предлагают пост министра об-
разования и науки Армении. И опять – напряженная каждодневная ра-
бота, теперь уже на благо всей образовательной системы Армении. 
Особую любовь и тягу Казарян испытывает по отношению к школе. 
Школа – это очень сложный механизм. Неудачи в системе школьного 
образования дают о себе знать не сразу, но когда общество начинает 
осознавать истинную цену этих неудач, то, подобно цунами, очень 
часто бывает слишком поздно. Поколение воинствующих невежд мо-
жет все смести на своем пути. Плохая школа не в состоянии воспитать 
хороших и сознательных граждан. Это отнюдь не трафаретные слова: 
Карабахскую войну мы выиграли именно благодаря отличной школе! 
Так вот, Казарян – один из тех немногочисленных мужей, занимавших 
высокую государственную должность, кто, безусловно, это осознает и 
делает все возможное, чтобы вывести школу из нынешнего не столь 
завидного состояния. Он стоял у истоков создания учебно-методичес-
кого журнала для школьников «Бнагет», им был основан научно-попу-
лярный журнал «В мире науки», где армянские ученые популярно 
представляют достижения науки и техники. Последней его инициати-
вой стало учреждение серии научно-популярных книг для школьников 
«Библиотека школьника». Финансирование серии книг взял на себя 
Государственный комитет по науке РА: за короткий срок уже вышло 5 
книг этой серии. 
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Особую роль Эдуард Мушегович сыграл в создании первых ар-
мянских учебников по физике для основной и старшей школ. Причем, 
здесь он ведет работу плечом к плечу со своим близким другом по 
учебе еще в ЕГУ и МГУ, теперь уже членом-корреспондентом НАН 
Армении, профессором А. Киракосяном.  

После того, как Казарян покинул пост министра, он избирается 
сначала академиком-секретарем, а позже вице-президентом НАН Ар-
мении. В этот период Эдуард Мушегович принимает активное участие 
в установлении тесных связей между НАН Армении и Южным отде-
лением Российской академии наук. Однако главным достижением 
Э. Казаряна в первой половине 2000-х годов становится организация 
на базе Российско-Армянского университета Физико-технического фа-
культета. В этом деле ему активно помогают С. Петросян и ученик Л. 
Петросян. За короткий срок небольшой команде Эдуарда Мушеговича 
при всесторонней поддержке руководства университета во главе с рек-
тором А. Дарбиняном удается собрать высококвалифицированный 
преподавательский состав и организовать обучение по специаль-
ностям микро- и наноэлектроника, а также инфокоммуникационные 
системы. Фактически с нуля создается факультет физико-техническо-
го профиля, и, при этом, в рамках данного факультета создаются базо-
вые кафедры в институтах связи и физических исследований (г. Ашта-
рак). С 2012 года совместно с компанией «Синопсис-Армения» откры-
вается направление «Конструирование и технология электронных 
средств». 

«Школа Казаряна» имеет тесные научные контакты со многими 
российскими и западными университетами и научными центрами. Од-
нако за прошедшие годы особо тесное сотрудничество было установ-
лено с двумя крупными научными центрами России: лабораторией 
теоретической физики ОИЯИ (Дубна) и кафедрой физики полупровод-
ников и наноэлектроники Санкт-Петербургского политехнического 
университета им. Петра Великого. Причем, если с дубнинцами во гла-



А.А. Саркисян  11 

ве с профессором С. Виницким совместные исследования носят ис-
ключительно теоретический характер, то с питерцами во главе с про-
фессором Д. Фирсовым ученики Казаряна уже «соприкасаются» с 
реальным экспериментом. 

Адиабатическое описание квантовых наноструктур, изучение оп-
тический электронных, спиновых и электродинамических характе-
ристик квантовых ям, проволок и точек различных геометрий, учет 
влияния непараболичности закона дисперсии носителей заряда на фи-
зические свойства наноструктур, несколько-частичные системы в 
квантовых точках – вот лишь часть тем исследований, проводимых в 
научной школе Академика Казаряна. Как результат, Эдуард Мушего-
вич «выпустил» в жизнь более 40 кандидатов наук и 8 докторов. 

За свои научные достижения Академик Казарян был удостоен 
премии Президента РА в области физики (2007г.), Государственной 
премии РА в области точных и естественных наук (2011г.), ежегодной 
премии ОИЯИ (2016г.). В 2017 году указом Президента Армении за 
значительный вклад в деле развития науки и образования, было при-
своено почетное звание «Заслуженный деятель науки РА». 

Академик Казарян встречает свой 75-летний юбилей с присущим 
ему юношеским задором, полным сил и творческих начинаний. Нам 
остается пожелать ему крепкого здоровья и продолжения активной 
научной и педагогической деятельности во благо РАУ и всей Армении. 

 
 

Заведующий кафедрой общей физики  
и квантовых наноструктур  

А.А. Саркисян 
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АННОТАЦИЯ 
 

Представлена вычислительная схема метода конечных элементов высоко-
го порядка точности решения краевых задач для эллиптического уравнения в 
частных производных, сохраняющая непрерывность производных приближенно-
го решения. Эффективность алгоритмов и программ демонстрируется на приме-
ре точно-решаемых краевых задач на собственные значения для треугольной 
мембраны. 

 Ключевые слова: эллиптические уравнения в частных производных, 
краевые задачи на собственные значения, метод конечных элементов, интерпо-
ляционные полиномы. 

 
 

Введение  
В работах [1,2] разработаны символьно-численные алгоритмы и 

программы решения краевых задач для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго порядка методом конечных эле-
ментов (МКЭ) высокого порядка точности с использованием интерпо-



А.А. Гусев, О. Чулуунбаатар, С.И. Виницкий, А. Гуждж  13 

ляционных полиномов Эрмита (ИПЭ). Такая реализация МКЭ, в отли-
чие от традиционной, с использованием интерполяционных полино-
мов Лагранжа (ИПЛ), обеспечивает непрерывность производных до 
заданного порядка приближенного решения не только на конечных 
элементах сетки, но и на границах конечных элементов [3], то есть 
сохранение тока носителей заряда в квантово-размерных полупровод-
никовых системах или тока вероятности в квантовомеханических за-
дачах рассеяния [4].  

В настоящей работе представлена вычислительная схема МКЭ 
решения краевой задачи на собственные значения для эллиптического 
уравнения в частных производных с использованием ИПЭ. Кусочно-
непрерывный базис генерируется с помощью ИПЭ и обеспечивает 
непрерывность не только приближенного решения, но и его производ-
ных до заданного порядка в зависимости от гладкости переменных 
коэффициентов уравнения и границы области. Эффективность алго-
ритмов и программ демонстрируется на примере точно-решаемых 
краевых задач на собственные значения для треугольной мембраны. 

 
 
Постановка задачи 
Рассмотрим самосопряженную краевую задачу для эллиптичес-

кого дифференциального уравнения второго порядка: 

, 10

1 ( ) ( ) ( ) 0.
( )

d

ij
i j i j

g z V z E z
g z z z=

⎛ ⎞∂ ∂− + − Φ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑             (1) 

Для коэффициентов главной части (1) выполняется условие рав-
номерной эллиптичности в ограниченной области 1( ,..., )= ∈Ωdz z z  

евклидова пространства d , т.е. существуют константы 0, 0,ν > μ >  

такие, что для любых вещественных параметрах ξi  выполняется 
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неравенство 2 2
1 , 1 1

( )
= = =

μ ξ ≤ ξ ξ ≤ ν ξ∑ ∑ ∑d d d
i ij i j ii i j i

g z . Также предполагает-

ся, что 0 ( ) 0g z > , ( ) ( )ij jig z g z= , и ( )V z  – функции, непрерывные 

вместе со своими обобщенными производными до заданного порядка 

в области, dz ∈Ω=Ω∪∂Ω⊂ , с кусочно-полиномиальной границей 
1dS −=∂Ω⊂ , обеспечивающие существование нетривиальных реше-

ний, подчиненных граничным условиям первого (I) или второго (II) 
рода [5,6]  

, 1

( ) ( )ˆ ˆ( ) : ( ) | 0, ( ) : ( , ) ( ) 0,
ˆ =

∂Φ ∂ΦΦ = = =
∂ ∂∑

d

S i ij
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n z

        (2) 

где n̂ – внешняя нормаль к границе = ∂ΩS  области Ω , îe  – единич-

ный вектор вектора 
1

ˆ
=

=∑
d

i i
i

z e z , ˆ ˆ( , )in e  – скалярное произведение в d . 

Для краевой задачи дискретного спектра (1)-(2) собственные 

функции ( )m zΦ  из пространства Соболева 1
2 ( )≥ ΩsW , 1

2( ) ( )≥Φ ∈ Ωs
m z W , 

соответствующие собственным значениям энергии 1 2... ...≤ ≤ ≤mE E E , 

удовлетворяют условиям нормировки и ортогональности  

 0 ' '( ) ( ) ( )
Ω

Φ Φ = δ∫ m m mmg z z z dz .                               (3) 

Решение МКЭ краевых задач (1)–(3) сводится к нахождению ста-
ционарных точек симметричного вариационного функционала [6,7] 

0
, 1

( ) ( )( , , ) ( ) ( ) ( )( ( ) ) ( ) . (4)
=Ω

⎛ ⎞∂Φ ∂ΦΞ Φ = + Φ − Φ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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Базисы лагранжевых и эрмитовых конечных элементов 

1. В МКЭ область 
1=

Ω = Ω = ΔU
Q

h qq
, заданная в виде многогран-

ника, покрывается конечными элементами, в данном случае симплек-
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сами Δq  с 1+d  вершинами 1ˆ ˆ ˆ( ,..., )=j j jdz z z  при 0,...,=j d . Каждое 

ребро симплекса Δq  разбиваем на p равных частей и проводим семей-

ства параллельных гиперплоскостей, нумеруя каждую целым числом 
от 0 до p , начиная от соответствующей грани, например, как показа-

но при 2=d  на Рис. 1 (см. также [8]. С. 220). Точки rA  пересечения 

гиперплоскостей нумеруем наборами целых чисел 0[ ,..., ]dn n , 

0≥in , 0 ...+ + =dn n p . Координаты узловой точки ∈ Δr qA  опреде-

ляются по формуле 1 10
ˆ ˆ( ,..., ) ( ,..., ) /

=
ξ = ξ ξ =∑d

r r rd j jd jj
z z n p  через коор-

динаты вершин 1ˆ ˆ ˆ( ,..., )=j j jdz z z .  

При реализации МКЭ расчеты удобно проводить в локальных 
координатах ′z , связанных с исходными координатами z  аффинным 

преобразованием, 0 01
ˆ ˆ ˆ( ) , 1,...,

=
′= + − =∑d

j j ij j ii
z z z z z j d , в которых коор-

динаты вершин симплекса Δ  следующие 1ˆ ˆ ˆ( ,..., )′ ′ ′=j j jdz z z , ' 'ˆ′ = δjj jjz . 

Тогда ИПЛ ( )′ϕr z , равные единице в узловой точке rA  с координа-

тами 1( ,..., )′ ′ ′ξ = ξ ξr r rd , характеризуемой числами 0[ ,..., ]dn n , и нулю в 

остальных точках ' '1 '( ,..., )′ ′ ′ξ = ξ ξr r r d , т.е., ' '( )ϕ ξ = δr r rr  определяются по 

формуле: 
0

0

1 1
1 0

1
1 0 0 0 0

/ 1 ... /( ) (( ,..., )) .
/ / / /

− −

′ ′= = =

⎛ ⎞′ ′ ⎛ ⎞− ′ ′ ′− − − −′ ′ ′ϕ ≡ ϕ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′− −⎝ ⎠⎝ ⎠
∏∏ ∏

j

j

n nd
j j d

r r d
j n nj j

z n p z z n pz z z
n p n p n p n p

(5) 
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а б 

Рис. 1. 
а. Нумерация узлов rA , 1,..., ( 1)( 2) / 2= + +r p p , наборами чисел 

0 1 2[ , , ]n n n треугольника Δ для схемы с ИПЛ пятого порядка ' 5= =p p  при 

2=d . Линии (пять пересекающихся прямых) – нули ИПЛ 14 ( )′ϕ z  (5), рав-

ного единице в точке, пронумерованной тройкой чисел 0 1 2[ , , ] [2,2,1]=n n n . 

б. Изолинии ИПЛ 14 ( )′ϕ z . 

 
Приравнивание числителей в (5) нулю дает семейства уравнений 

прямых, направленных «горизонтально», «вертикально» и «наклонно» 
в локальной системе координат 1 2( , )′ ′z z , которая связана аффинным 

преобразованием с семейством «наклонно» расположенных прямых 
элемента Δq . На Рис. 1 дан пример иллюстрирующий построение ИПЛ 

при 2=d , , ' 1,..., ( 1)( 2) / 2= + +r r p p , 5=p  на элементе Δ . 

Кусочно-полиномиальные функции ( )lP z , формирующие базис 

1{ ( )} =
P

l lP z , которые строятся путем сшивки ИПЛ ( )ϕr z  на конечных 

элементах Δq : ( ) { ( ), ;0, }= ϕ ∈ Δ ∉ Δl l l q l qP z z A A , 
1=

∈Ω = ΔU
Q

h qq
z , яв-
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ляются непрерывными функциями, но их производные терпят разры-
вы на границах элементов Δq .  

2. Построим интерполяционные полиномы Эрмита порядка 'p , 

сшивкой которых можно получить кусочно-полиномиальные функ-
ции ( )lP z , сохраняющие непрерывность производных до заданного по-

рядка 'κ . 
Для построения ИПЭ в локальных координатах ′z  введем набор 

вспомогательных полиномов (ВП1):  
 

 

1 1
1

1 1 11

'

... ,...,
,...,

' ' 0 0 '
1

1 max 1 max

( )( ) ... , ... ,
...

0 ... 1, 0 ... 1,
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′ ′∂
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d d
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r
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d z

d d

z
z z   (6)  

с заданными значениями не только функций, но и их производных до 
порядка max 1κ −  в узловых точках ′ξr . ВП1 даются выражениями  
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   (6’) 

где коэффициенты 1 1,..., , ,...,aκ κ μ μd d  вычисляются из рекуррентных 
соотношений, полученных в результате подстановки (6’) в условия (6). 
При 1>d  и max 1κ > , число 

max 'κ pN  ИПЭ степени 'p  и кратности узлов 

maxκ меньше числа полиномов 1 'pN , формирующих базис в пространст-

ве полиномов степени 'p  (например, ИПЛ из (5)), т.е. полиномы, 

удовлетворяющие (6), определены неоднозначно.  
3. Для однозначного определения полиномиального базиса 

введём 
max1 ' 'κ= −p pK N N  вспомогательных полиномов ( )sQ z  двух 
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типов: ВП2 и ВП3, линейно-независимых от ВП1 и удовлетворяющих 
условиям в узловых точках ′ ′= ξrz :  

1

1

...

1

( )( ) 0, 0, 1,...,
...

μ + +μ

μμ
′=ξ

∂′ξ = = =
∂

d

d

r

s
s r

d z

Q zQ s K
z z

.                   (7) 

Отметим, что для обеспечения непрерывности производных 
часть полиномов, называемых ВП2, должны удовлетворять условию 

 

'
' '

( ) ,
=ζ

∂ = δ δ
∂

s

k
s

ss kkk
z

Q z
n

 11,..., , ' 1,..., ( '), ( ')= = κ =s K s T k k s ,       (8) 

где n  – вектор в направлении внутренней нормали в некоторых вы-
бранных точках ζs  граней (размерности от 1 до 1−d ) d -мерного 

симплекса Δq  в исходной системе координат, связанной аффинным 

преобразованием с соответствующими точками ′ζs  в локальной 

системой координат симплекса Δ , не совпадающими с узловыми точ-
ками ′ξr .  

Вычисляя число 1( ')κT  независимых параметров, требуемых для 

обеспечения непрерывности производных до порядка 'κ , определяем 
его максимальное значение, которое можно получить для схем с 
заданными p  и maxκ , и, соответственно, 1( ')κT  дополнительных 

условий (8).  
Остается 2 1( ')= − κT K T  независимых параметров и, соответст-

венно, добавляется 2T  дополнительных условий, необходимых для 

однозначного определения полиномов, называемых ВП3, 
 

        ' '( )′ζ = δs s ssQ , 11,..., , ' ( ') 1,...,= = κ +s K s T K ,                       (9) 

где ′ζs – некоторые выбранные точки, не принадлежащие граням 

симплекса Δ , и не совпадающие с узловыми точками ′ξr . 
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Рис. 2. 
Схематическое изображение условий (6)–(9), из которых строятся базисные 

ИПЭ max[ ']κ κp . Квадраты: точки ′ξr  в которых фиксируются значения 

функций и их производных, сплошные (пунктирные) стрелки: с началом в 

точках ζs , в которых фиксируются значения первой (второй) производной 

по направлению нормали в исходных координатах, соответственно, кружки: 

точки ′ζs , в которых фиксируются значения функций.  

 
Таблица  

 

Характеристики полиномиального базиса при d=2. 
 

 max[ ']κ κp  [131] [141] [231] [152] 

'p  max ( 1) 1κ + −p  5 7 8 9 

max 'κ pN  max max( 1)( 2) ( 1) / 4+ + κ κ +p p   18 30 36 45 

1 'pN  ( ' 1)( ' 2) / 2+ +p p  21 36 45 55 

K  max max( 1)( 1) / 4+ κ − κp p  3 6 9 10 

1(1)T   3p  3 3 6 3 

1(2)T  9 p  9 9 18 9 

Ограничение на порядок производных 'κ : 3 '( ' 1) / 2κ κ + ≤p K  
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Вспомогательные полиномы ВП2 и ВП3 даются выражением 
′− >z z  

d 0 1 d1 1

1

k k , ,...,k
1 d 1 d 1 d

,...,

( ) z ...z (1 z ... z ) b z  ... z ,μ μ μμ

μ μ

= − − − × ×∑ d

d

s
sQ z       (10) 

где 1=tk , если точка ζs , в которой заданы дополнительные условия 

(8) или (9), лежит на соответствующей грани симплекса, и '= κtk в 

противном случае. Коэффициенты 1, ,...,b μ μds  определяются из системы 
линейных уравнений, полученных в результате подстановки (10) в ус-
ловия (7)–(9). 

В результате получаем набор базисных ИПЭ 
ˆ( ) { ( ), ( )}κϕ = ϕl r sz z Q z , составленных из полиномов ( )sQ z  типа ВП2 и 

ВП3 и полиномов ˆ ( )κϕr z  типа ВП1: 

;
1

ˆ ( ) ( ) ( ),κ κ
κ

=

ϕ = ϕ −∑
K

r l r s s
i

z z c Q z  

где ;
( )κ

κ
=ζ

∂ ϕ=
∂

s

k
r

r s k
z

zc
n

, для ( )iQ z  из ВП2 и ; ( )κ
κ = ϕ ζr s r sc ,  

для ( )iQ z  из ВП3. 

4. Например, при 2=d  степень 'p  полинома по тангенциальной 

переменной t  на границе треугольника совпадает со степенью 
полинома двух переменных, и для его однозначного определения 
требуется ' 1+p  параметр. Производная порядка 'κ  по нормальной пе-

ременной на границе будет полином степени ' '− κp , и для ее одно-

значного определения потребуется ' ' 1− κ +p  параметров. Однако она 

определена только p'- '(p+1)κ  параметрами: смешанными производны-

ми фиксированного порядка 'κ  по нормальной переменной и порядка 
от 0 до max ' 1κ − κ −  по тангенциальной переменной, т.е. 
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max

max

1' ' 1 ' 2
' ' ' '

' 1' ' ' 2 '

( ) ( ) ( ) ( ), , ,...,
κ −κ κ + κ +

κ −κ −κ κ κ κ

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

s s s sQ z Q z Q z Q z
n n t n t n t

. 

Схематическое изображение реализации условий (6)–(9), из кото-
рых строятся базисные ИПЭ, показано при d=2 на Рис 2. Характе-
ристики полиномиального базиса из ИПЭ на элементе Δ при d=2 
приведены в Таблице. 

5. Кусочно-полиномиальные функции ( )lP z  с непрерывными 

производными до порядка 'κ , формирующие базис 1{ ( )} =
N

l lP z , строятся 

путем сшивки полиномов ˆ( ) { ( ), ( )}κϕ = ϕl r sz z Q z  на конечных 

элементах Δq :  

( ) { ( ), ;0, }= ±ϕ ∈ Δ ∉ Δl l l q l qP z z A A , 
1=

∈Ω = ΔU
Q

h qq
z , 

где знак ‘–’ может появиться только для ВП2, когда нужно сшить 
нормальные производные нечетного порядка.  

Разложение искомого решения ( )Φm z  задачи (1)–(3) по базису 

кусочно-полиномиальных функций ( )lP z , 
1

( ) ( )
=

Φ = Φ∑Nh h
m l lml

z P z , и 

подстановка его в вариационный функционал (4) приводит к обобщен-
ной алгебраической задаче на собственные значения, 

( ) 0− Φ =h h
m mA BE , которая решается стандартным методом (см., напри-

мер, [7]). Элементы матриц жесткости A и матрицы масс B содержат 
интегралы типа (4), которые вычисляются в исходных координатах z  

на элементах qΔ в области 
1=

Ω = ΔU
Q

h qq
, пересчитанные в локальные 

координаты 'z на элементе Δ . 
 
Результаты и обсуждение 
В качестве примера приведем результаты решения задачи дис-

кретного спектра (1)–(3) при 2d = , 0 ( ) 1g z = , ( ) 1ijg z =  и ( ) 0=V z  в 
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области 
1=

Ω = ΔU
Q

h qq
 в виде равностороннего треугольника со сторо-

ной 4 / 3π с граничными условиями второго типа (II), который разбит 

на 2=Q n  равносторонних треугольников qΔ  со стороной 4 / 3= πh n . 

Собственные значения этой задачи с вырожденным спектром – целые 

числа 2 2
1 2 1 2 0,1,1,3,4,4,7,7, ...= + + =mE m m m m  [9].  

На Рис. 3 представлены профиль четвертой собственной функции 

4Φh  и погрешности 4 4 4Δ = −hE E E собственного значения 4
hE  в 

зависимости от числа элементов n  и от длины вектора N  для схем с 
ИПЛ от пятого до девятого порядка точности, отмеченные метками 

max[ , , ']κ κp  =[510], ..., [910], для схем с ИПЭ, ' =p 5, 7 и 8 порядка точ-

ности, сохраняющие первую производную приближенного решения и 
отмеченные метками [131], [141] и [231], и схемы девятого порядка 
точности [152], сохраняющей вторую производную приближенного 
решения. Описание характеристик представленных схем с ИПЭ дано в 

Таблице. Как видно из Рис. 3, погрешности собственного значения 4
hE  

схем МКЭ одного порядка max' ( 1) 1= κ + −p p  примерно одинаковые. 

Однако для достижения заданной точности приближенного решения в 
схемах МКЭ с ИПЭ, обеспечивающих непрерывность первой и второй 
производных приближённого решения, используются матрицы мень-
шей размерности, соответствующие длине вектора N  в 1.5–2 раза 
меньшей, чем для схем с ИПЛ, обеспечивающих только непрерыв-
ность приближенного решения. 
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Рис. 3. 

Профиль четвертой собственной функции 4Φh  и зависимости погреш-

ности 4 4 4Δ = −hE E E  собственного значения 4
hE . Пояснение в тексте. 

 
 

Заключение 
Предложена вычислительная схема МКЭ высокого порядка точ-

ности решения задачи на собственные значения для эллиптического 
уравнения в частных производных в двумерной области, обеспечиваю-
щая непрерывность не только приближенного решения, но и его 
производных до заданного порядка. На примере точно-решаемой крае-
вой задач для треугольной мембраны показано, что для достижения за-
данной точности приближенного решения, для схем с МКЭ с ИПЭ, 
обеспечивающих непрерывность первой и второй производных приб-
лижённого решения используются матрицы меньшей размерности, 
соответствующие длине вектора N в 1.5–2 раза меньшей, чем для схем 
с ИПЛ, сохраняющих на границах конечных элементов только непре-
рывность приближенного решения. 

Вычислительные схемы МКЭ ориентированы на расчеты спект-
ральных и оптических характеристик квантовых точек и других кван-
товомеханических систем. Реализация МКЭ c ИПЭ в конфигурацион-
ном пространстве 2d ≥  будет дана в последующих работах.  

Работа поддержана РФФИ (грант 16-01-00080) и программой Бо-
голюбов-Инфельд (ОИЯИ-Польша). 
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FINITE ELEMENT METHOD FOR SOLVING BOUNDARY-VALUE 
PROBLEMS OF QUANTUM MECHANICAL SYSTEMS 
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Joint Institute for Nuclear Research, Dubna, Russia 
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ABSTRACT 
 
The computational scheme of Finite Element Method of high order accuracy 

for solving the boundary value problem for elliptic partial differential equation, 
conversing a continuity of derivatives of approximate solution is presented. 

The efficiency of algorithm and program is demonstrated on an example of 
exact-solvable boundary-value problem for triangular membrane. 

Keywords: elliptic partial differential equations, boundary-value problem, 
finite element method, interpolation polynomials. 
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We study the effect of off-resonance plasmon modes on spaser action in 
plasmonic systems with gain. We show that mode mixing originates from 
inhomogeneity of gain distribution near the metal surface and leads to an upward 
shift of spaser frequency and population inversion threshold. This effect is similar, 
albeit significantly weaker, to quenching of plasmon-enhanced fluorescence of a 
single emitter near metal nanostructure due to excitation of nonresonant modes 
with wide spectral band. We also show that spaser quenching is suppressed for 
large gain concentrations, and establish a simple criteria for quenching onset, 
which we support by numerical calculations for spherical geometry.  

 
 
I. Introduction 
The prediction of plasmonic laser (spaser) [1–3] and its experimental 

realization in various systems [4–14] have been among the highlights in the 
rapidly developing field of plasmonics during past decade [15]. First 
observed in gold nanoparticles (NP) coated by dye-doped silica shells [4], 
spaser action was reported in hybrid plasmonic waveguides [5], 
semiconductor quantum dots on metal film [6,12], plasmonicnanocavities 
and nanocavity arrays [7–10,13,14], metallic NP and nanorods [4,11], and 
more recently, carbon-based structures [16,17] and hyperbolic materials 
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[18]. Small spaser size well below the diffraction limit gives rise to wealth 
of promissing applications [19].  

 

 
 

FIG. 1. Fluorescence quantum efficiency for a QE 

near spherical Au NP is shown vs. QE-NP distance for several NP sizes. 

 

The spaser feedback mechanism is based on energy transfer (ET) 
between quantum emitters (QE), constituting gain medium, and resonant 
plasmon mode. Even though a metal nanostructure usually possesses 
discrete spectrum of localized plasmon modes, e.g., characterized by 
angular momentum l  for spherical systems, the QE coupling to 
nonresonant modes with well separated frequencies is typically considered 
sufficiently weak to be neglected. However, this is a good approximation 
for high quality cavity modes, while plasmon resonances are characterized 
by much broader lineshape due to large Ohmic losses in metal, so that a 
significant fraction of QE energy is transferred to nonresonant modes at 
small QE distances to the metal surface, where the coupling to nonresonant 
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modes is large [20-23]. During past decade, numerous experiments reported 
plasmon-enhanced fluorescence of dye molecules or semiconductor 
quantum dots near metal NPs which, however, was quenched as QEs 
moved closer to the NP surface [24-30]. Fluorescence quenching in 
plasmonic systems is best illustrated by distance dependency of quantum 
efficiency ( )r r nrQ = Γ / Γ + Γ of a radiating dipole with frequency tuned to 

the dipole plasmon resonance in spherical metal NP (see Fig. 1). Here rΓ  is 

plasmon-enhanced radiative decay rate and nrΓ  is nonradiative decay rate 

due to QE coupling to high- l  nonresonant modes (see below for detail). 
With decreasing QE-NP distance d , nonradiative QE decay into 
nonresonant modes dominates, so that, for distances comparable to NP 
radius R , the quantum efficiency is low. 

In plasmonic systems with gain, the effect of gain coupling to 
nonresonant modes is twofold. First, QEs coupling to higher-order 
plasmons (with higher frequencies) should lead to upward shift of spaser 
frequency, and, second, the energy transfer (ET) from QEs to nonresonant 
modes can interfere with the feedback mechanism, resulting in higher 
population inversion threshold. Both effects have increasingly negative 
impact on on spaser action as the (average) distance between QEs and the 
metal surface is reduced, which raises the issue of spaser quenching for 
substantially close gain-metal proximity. While spaser action has been 
modeled in a number of specific systems [3,31–35],little work has been 
done on the role of nonresonant modes. A recent numerical study involving 
core-shell NP indicated limited impact of nonresonant modes on the spaser 
action [36]. However, no comprehensive study on the role of nonresonant 
modes in spaser action has so far been carried out. 

The goal of this paper is to develop an analytical model for plasmonic 
systems with gain that includes gain coupling to nonresonant modes, and to 
establish criteria for spaser quenching. We show that inhomogeneity of gain 
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distribution near the metal surface gives rise to plasmon mode mixing 
leading to increase of spaser frequency and population and population 
inversion threshold. However, with increasing gain concentration, role of 
nonresonant modes in spaser action is reduced and their overall effectis 
much weaker in plasmon-enhanced fluorescence. For NP-based spasers, we 
obtain a simple condition for spaser quenching onset, which we support by 
numerical calculations. 

 
 
II. Pumped quantum emitters interacting with  
a metal nanoparticle 
We consider a thin layer of M QEs randomly distributed on top of a 

spherical core-shell NP with metal core of radius R  and a dielectric shell of 
uniform thickness d . Within semiclassical approach, electromagnetic fields 
are treated classically, while QEs are described by pumped two-level 
systems located at jr  with excitation frequency 12ω  between energy levels 

1 and 2. Each QE is characterized by polarization ( )
12

j
jρ ρ≡  and occupation 

( ) ( )
22 11

j j
jn ρ ρ≡ − , where ( )j

abρ  ( 1 2a b, = , ) is the density matrix for j th QE. 

The ensemble population inversion is jj
N n=∑ . In the rotating wave 

approximation, the steady-state dynamics of QEs coupled to alternating 

electric field ( ) i te ω−rE  is described by the standard Maxwell-Bloch 

equations  

( )21 2 ( )j j j ji nμω ω τ ρ− + / = ⋅ ,
h

e rE
    

                    (1) 

14 Im ( )j j j jn n μτ ρ⎡ ⎤− = − ⋅ ,⎣ ⎦h
e rE  

where 2τ  and 1τ  are time constants characterizing polarization and 

population relaxation, μ  and je  are, respectively, the QE dipole matrix 
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element and orientation, and n  is the average population inversion per QE 
due to the pump. The local field ( )jrE  is generated by all QEs’ dipole 

moments j j jμ ρ=p e  and, within semiclassical approach, has the form  
2

2

4( ) ( )j j k k
kc

πω ω= ; , ⋅ ,∑Gr r r pE
  
           (2) 

where ( )ω ′; ,G r r  is the electromagnetic Green dyadic in the presence of 

metal nanostructure and c  is the speed of light. Using Eq. (2) to eliminate 
the electric field, the system (1) takes the form  

2

21
1 2

0
M

jk j jk j
k

i n Dμω ω δ ρ
τ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
− + − = ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

h
 

2
1

1

4 Im 0
M

j j jk j
k

n n Dτ μ ρ ρ∗⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

− + = ,∑
h

                  (3) 

where jkδ  is Kronecker symbol and ( )jkD ω  is a frequency-dependent 

coupling matrix in position space,  
2

2

4( ) ( )jk j j k kD e
c
πωω ω= ⋅ ; , ⋅ .G r r e                   (4) 

Below the diffraction limit, the Green dyadic can be replaced by its 
near-field limit, and the coupling matrix (4) represents a sum of direct and 

plasmon terms, 0 p
jk jk jkD D D= + , which, for spherical geometry, are given 

by multipole expansions [22,23]  
0 ( ) ( ) ( ) ( )j k j k
jk lm lm jk lm lm kj

lm
D ψ χ θ χ ψ θ∗ ∗⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
= − + ,∑  

( ) ( )p j k
jk l lm lm

lm
D αψ ψ ∗= ,∑  (5) 

where l  and m  are the polar and azimuthal numbers, respectively, and 
( )jk j kr rθ θ≡ −  is the step-function. Here, ( )lα ω  is l -pole polarizability for 

a spherical NP in a medium with dielectric constant dε ,  
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2 1

1

( )( )
(1 )

l
d

l
d

R
l

ε εα ω
ε ε

+

−

−= ,
+ +

 (6) 

where ( )ε ω  is the metal dielectric function, and the basis functions are 

given by  

( ) ( )
1

( )ˆ( )ˆ jj l j lm
lm l j j j lm lm l j j l

j

YC e r Y C e
r

χ ψ +

⎡ ⎤
⎡ ⎤= ⋅ , = ⋅ ,⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

j
rr∇ ∇

            
(7) 

where 4 (2 1)lC lπ= / +  is normalization coefficient and ˆ( )lmY r  are the 

spherical harmonics. The basis functions satisfy orthogonality relations  

( ) ( ) 2 2

3
j j l

lm l m j ll mm
l< > rχ χ δ δ∗ −

′ ′ ′ ′= ,                (8) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 4

1 1 0
3

j j j j
lm l m ll mm lm l ml

j

l< > < >
r

ψ ψ δ δ χ ψ∗ ∗
′ ′ ′ ′ ′ ′+

+= , = ,  

where brackets stand for angular and orientational averaging. Note that, for 
QEs with random dipole orientations and uniformly distributed in the shell, 

the direct term 0
jkD  in system (5) vanishes on average, so we keep only the 

plasmon term p
jkD  in the following.  

 
 
III. Collective modes of quantum emitters and spaser 
condition 
Within semiclassical approach, the first (homogeneous) equation in 

the system (3) determines the spaser condition. We now transform it from 
individual QE representation to collective mode representation by 
introducing collective polarizations as  

( )

1

M
j

j
j

λ λρ ψ ρ∗

=

= ,∑
                                             

(9) 
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where ( )lmλ =  is composite mode index. Keeping only the plasmon term 
p
jkD  in the coupling matrix, multiplying the first equation by ( )j

λψ ∗  and 

summing over j , the system (3) takes the form  

( )21 2 0i Sλ λλ λ λ
λ

ω ω τ ρ α ρ′ ′ ′
′

− + / − = ,∑  

2
214 ( ) 0N N λ λ

λ

τ μ ω ρα− + = ,′′∑
h

                     (10) 

where jj
N n=∑  is gain population inversion, N nM=  is that due to the 

pump, and  
2

( ) ( )

1

M
j j

j
j

S nλλ λ λ
μ ψ ψ∗

′ ′
=

= ∑
h

 (11) 

is the mode coupling matrix.  
 
 

Single mode approximation 
 

Let us perform angular and orientational averaging in system (10). In 
the leading order in 1 M/ , this is done by replacing the mode coupling 
matrix S  with its average using relations (8),  

2

2 4

1
3

j
l ll mm l l

j j

nl< S > s s
rλλ

μδ δ′ ′ ′ +

+= , = ,∑
h

                      (12) 

yielding the consistency condition for each mode  

21 2 ( )l li sω ω τ α ω− + / = .  (13) 

The real and imaginary parts of Eq. (13) determine, respectively, the 
spaser frequency and threshold population inversion. Note that since 
Eq. (13) are independent of azimuthal number m , each l -mode is (2 1)l + -

fold degenerate.  
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Assume now that gain molecules are uniformly distributed in a thin 
layer at approximately equal distance d  from the metal NP surface (e.g., on 
top of dielectric shell). Then we obtain from (13)the standard spaser 
frequencyand for 21 1l l| − | �ω ω τ , the population inversion threshold 0N  

2 21
0

2

l l

l

τ ω τ ωω
τ τ

+= ,
+

2 2 1
2 0

2 4

(2 1)( 1) 1
3 ( ) ( )

l

l
l

l l N R
l R d

μ τ
ε ω

+

+

+ + = .
′′ +h            

(14) 

Note that 0N  increases exponentially for large- l  modes.  

 
 
IV. Mode mixing and spaser quenching 
While in the absence of gain, different plasmon modes are 

orthogonal, the presence of QEs with random positions and orientations 
violates the underlying NP symmetry and leads to mode mixing. For large 
number M  of QEs uniformly distributed around the NP, the spherical 
symmetry is preserved on average, so that single-mode description is 
reasonably accurate, while corrections due to mode mixing are suppressed 
by factor of 1 M/ . However, for QEs located close to NP surface, the 
coupling to nonresonant modes is strong, so that even weak inhomogeneity 
of QE distribution can lead to significant mode mixing effects. Below we 
analyze the effect of mode mixing on spaser condition and establish a 
simple criteria, in terms of system parameters, for the validity of single-
mode description.  
 

A. Quenching onset 
We assume that QE frequency 21ω  is tuned to the dipole plasmon 

mode ( 1l = ) frequency 1ω , and incorporate the effect of higher ( 1l > ) 

nonresonant modes as follows. First, we separate out the resonant and 
higher-order modes in the first equation of system (10) by splitting it into 
two equations,  



Spaser action and mode mixing in plasmonic systems with gain 34

1 11 1 1 1 0S S λ λ λ
λ

ρ α ρ α ρΩ − − = ,∑  

1 1 1 0S Sλ λ λλ λ λ
λ

ρ α ρ α ρ′ ′ ′
′

Ω − − = ,∑                 (16) 

where we denoted 21 2iω ω τΩ = − + / , and the indexes λ  and λ′  do not 

include the resonant mode. In the first order in 1 M/ , we include the 
coupling of resonant mode with nonresonant modes, but disregard 
nonresonant modes’ coupling with each other. After replacing the matrix 
Sλλ′  in the second equation by its average (12) and eliminating λρ  from the 

first equation of system (16), we obtain the consistency condition [restoring 
indexes ( )lm ],  

1 1 1 1

1 1 1 1

 
1 1

1 1 1 0m l m l l m m
mm m m

l m l l

S S
S

s
α

δ α
α

′
′, ,

′ ′,

⎛ ⎞
Ω − + = ,⎜ ⎟⎜ ⎟Ω −⎝ ⎠

∑                   (17) 

where the sum runs over 1 1l >  and 1m  in the interval 1 1( )l l− , , while m m′,  

take values ( 1 0 1)− , , . Performing angular and orientational averaging in 

Eq. (17), we obtain the spaser condition in the form  
[ ]21 2 1 1( ) 1 ( ) 0i s fω ω τ α ω ω− + / − + = ,                 (18) 

where the function  

1 21 2

1 (11 7) ( )( )
5 ( )

l l

l l l

l sf
M i s

α ωω
ω ω τ α ω>

+=
− + / −∑                     (19) 

includes the coupling to high- l  modes. In the absence of such coupling 
( 0f = ), the solutions of Eq. (18) for spaser frequency 0ω  and threshold 

population 0N  are givenby Eq. (14).In the presence of coupling, the 

corresponding solutions ω  and N  deviate from 0ω  and 0N  by the amount 

depending on distance d  to the NP surface. While for d R , the 

coefficients ls , given by Eq. 
2

2 4

( 1)
3( )l l

l Ns
R d

μ
+

+= ,
+h

 change rapidly with d , 
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for d R�  they are only weakly dependent on d , indicating that, in this 
case, the main contribution to f  comes comes from multitude of modes 

with large l . To estimate the characteristic distance d  below which high- l  
modes become important, we note that, for nonresonant modes we have 

2 1l ls �τ α  and so the last term in denominator of Eq. (19) can be 

disregarded. Since the main contribution comes from high- l  terms, so we 

can replace lα  by 2 1[ ( ) ] [ ( ) ]l
d dR ε ω ε ε ω ε+ − / +  [see Eq. (6)]. For 1d R/ � , 

we can replace the sum over l  by the integral. For small deviations of ω  
from the plasmon frequency, i.e., 1( ) ( ) 2 dε ω ε ω ε≈ = − , and using that 

21 2( ) 1− �ω ω τ , we finally obtain  
2

2
32

Nf
d M

μ τ| |≈ .
h

 (20) 

The onset of quenching corresponds to 1f| |∼ . In the first order, replacing 

N  with 3 2
0 1 2( ) 2N R ε ω μ τ′′= /h  from Eq. (14), we arrive at the estimate for 

onset value of d :  
1 3

1( )
4

d R
M

/⎡ ⎤′′
⎢ ⎥ .
⎢ ⎥⎣ ⎦

∼ ε ω  (21) 

For example, for 310M ∼  and with 1( ) 2ε ω′′ ≈  for spherical Au NP, the 

mode mixing is important for 0 1d R/ . . 
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FIG. 2. (a) Spaserfrequency shift and (b) relative population inversion threshold 
shift are shown vs. shell thickness for several QE ensemble sizes. Inset: 

Schematics of QEs distributed on top of composite NP. 
 

B. Numerical results 
Below we present the results of numerical calculations for spherical 

Au NP of radius R  and M QEs randomly distributed on top of dielectric 
shell at distance d  from the metal surface with frequencies 21ω  tuned to the 

dipole plasmon resonance frequency 1ω . In all calculations, we used 

experimental Au dielectric function [37] and included modes with angular 
momenta up to max 50l = . Note that we excluded the region of very small 
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distances dominated by quantum effects, which are out of scope of this 
paper [38].  

In Fig. 2, we plot the spaser frequency ω  and population inversion 
threshold N  vs. gain-NP distance d  (see inset) obtained by solving 
Eq. (18) for several ensemble sizes. To highlight the role of nonresonant 
modes, we showthe deviations of ω  and N  from the corresponding values 

0ω  and 0N  for resonant mode coupling only (i.e., 0f = ). For small 

distances 1d R/ � , the effect of nonresonant modes can be substantial 

depending on the ensemble size, consistent with our estimate (21). With 
decreasing d , the spaser frequency ω  shifts upwards (high-order modes 
have larger frequencies), and so does threshold N  to compensate the 
energy leakage to nonresonant modes not participatingin the feedback. At 
the same time, with increasing ensemble size M , the deviations of spaser 
frequency and of threshold population inversion from their single-mode 
values are significantly reduced, indicating restoration of spherical 
symmetry as fluctuations of the QE distribution diminish. 

Note that the overall effect of nonresonant modes on spaser action is 
significantly weaker than on single-QE fluorescence. The calculated 
quantum efficiency Q , shown in Fig. 1, falls below 20% at distances 

d R∼ , and it is even lower for smaller NPs, indicating that fluorescence is 
largely quenched at such distances. In contrast, spaser quenching become 
substantial only for (average) gain-NP separations well below NP size (see 
Fig. 2), while for larger distances, spaser quenching is largely suppressed. 

Finally, we considered here a specific setup with all QEs distributed 
at about equal distance to the metal NP, e.g., on top of dielectric shell. Such 
configuration provides us with better control over gain coupling to 
nonresonant modes and allows straightforward comparison with the single 
QE radiation quenching near the metal surface. In a more common setup, 
gain is distributed within some region with volume comparable or 
exceeding the metal volume, e.g., within the dielectric shell, implying that 
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only a relatively small fraction of QEs, located sufficiently close to the 
surface, can undergo energy exchange with higher-order modes, whose 
electric fields decay rapidly outside the metal structure.Therefore, for a 
given gain concentration, extending the gain region size should lower the 
spaser threshold by suppressing quenching effects. 

 
 
V. Conclusions 
In summary, we studied the effect of energy transfer between gain 

and nonresonant plasmon modes on spaser action. We found that mode 
mixing, originating from inhomogeneity of gain distribution, interferes with 
the feedback mechanism and leads to the upward shift of spaser frequency 
and population inversion threshold. We have shown that these quenching 
effects are restricted to a thin layer near the metal surface, and are 
suppressed for large gain concentration. We established a simple criteria 
relating quenching onset with gain concentration supported by numerical 
calculations for core-shell NP based spasers. 

This work was supported in part by the National Science Foundation 
under grants No. DMR-1610427 and No. HRD-1547754.  
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АННОТАЦИЯ 
 

Азотно-вакансионный (NV) центр в алмазе представляет собой ис-
кусственный атом с уникальными характеристиками, обуславливающими 
перспективность его использования в научных разработках и высоких техно-
логиях. В статье приводится краткий обзор работ по свойствам NV-центра в 
алмазе и его применениям в качестве сенсора магнитных и электрических 
полей, температуры, а также в схемах квантовых информационных техноло-
гий. Представлены также перспективы развития технологий на основе этого 
материала в Армении. 

Ключевые слова: NV-центр в алмазе, искусственный атом, оптичес-
кая магнитометрия, сенсоры полей, квантовые информационные технологии. 

 
 

 1. Введение 
 Многочисленные исследования, проведенные в последние деся-

тилетия, показали, что атомные системы, обладающие дискретной 
системой энергетических уровней с эффективными переходами в ви-
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димой и ближней ИК областях спектра, в частности, пары щелочных 
металлов, могут быть использованы для измерения магнитных и 
электрических полей, а также для создания элементов и схем в кванто-
вых информационных технологиях. Однако их практическое примене-
ние имеет ряд ограничений, связанных со сложностью работы с га-
зообразной средой, малой плотностью рабочих атомов, наличием ре-
лаксационных процессов, ограничивающих времена когерентности, а 
также большими размерами газовых ячеек. В связи с этим исследова-
тели все чаще обращаются к твердотельным схемам, в частности, ред-
коземельным ионам в матрице диэлектрических кристаллов, с исполь-
зованием которых достигнуты обнадеживающие результаты. Особое 
место в этом ряду занимают NV-центры (nitrogen-vacancy centers) в ал-
мазе – дефекты кристалла, представляющие собой искусственные ато-
мы, возникающие при удалении атома углерода из узла решётки алма-
за и связывании образовавшейся вакансии с примесным атомом азота.  

Хотя алмазы и различного рода дефекты в них исследовались 
давно, широкий интерес к NV-центрам возник лишь в 1997 г., когда 
были созданы кристаллы с настолько низкой концентрацией приме-
сей, что расстояние между соседними NV-центрами составляло не-
сколько микрон, исключая взаимодействие между ними, так что от-
дельный центр можно рассматривать как изолированный атом [1]. 
Энергетическая структура и система переходов NV-центра, допускаю-
щая когерентное управление населенностью основного уровня пос-
редством электромагнитного излучения, оказались исключительно 
благоприятными для целого ряда научных и прикладных задач. В ряде 
ведущих центров начались исследования, в которых NV-центры в ал-
мазе использовались в разработке новых схем в области квантовых ин-
формационных технологий [2–4], оптической магнитометрии [5–7], 
сенсорных технологиях [8–10], микроскопии и томографии [1,5,6], а 
также в ряде фундаментальных исследований. 
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В настоящей работе описаны получение и основные характе-
ристики этого перспективного материала, приводится краткий обзор 
наиболее значимых работ, а также представлены разработки, плани-
руемые для реализации в Армении. 

 
 
2. Получение и основные свойства 
Алмаз представляет собой одно из аллотропных состояний угле-

рода и является кристаллом с ковалентной химической связью, куби-
ческой сингонией и гранецентрированной кубической решеткой в 
пространственной группе Fd3m с двумя тетраэдрически связанными 
атомами в каждой элементарной ячейке. Природные алмазы, а также 
кристаллы, выращенные искусственно методом высокого давления и 
температуры (HPHT), могут содержать десятки примесей, в числе ко-
торых – примеси азота, входящие в алмаз в виде нескольких типов де-
фектных центров. Азотные (14N) дефекты типа C или P1 являются ос-
новой для создания NV-центров. Подобранные образцы с необходи-
мой концентрацией таких дефектов подвергают электронному облуче-
нию (энергия – 0.1–10 МэВ, доза – 1018–1020 см-2), создающими в 
кристалле вакансии углерода. При последующем отжиге в течение 1–3 
часов при температуре 700–900°C вакансии мигрируют по кристаллу, 
захватываясь примесью азота, тем самым создавая NV-центр. Образо-
вавшиеся центры могут быть нейтральными (NV0) или отрицательно за-

ряженными ( NV− ), причем интерес представляет NV−  центр, энергети-
ческая структура которого благоприятна для практических применений. 

Схематическое представление энергетической структуры NV−  
центра в алмазе приведено на Рис.1. Строго говоря, этот центр является 
искусственной молекулой (см. верхнюю правую вставку). Первое воз-
бужденное триплетное электронное состояние смещено по межъядерно-
му расстоянию относительно основного с нулевой фононной линией на 
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637 нм, что обуславливает красный сдвиг спектра флуоресценции        
(~ 640–800 нм) относительно спектра поглощения (~ 510–610 нм). Для 
большинства приложений система уровней может быть представлена в 
виде атомной (левая схема на Рис.1). Основное триплетное состояние 
3A2 расщеплено на спиновые подуровни ms = 0, ms = ±1 с расщепле-
нием D = 2.87 ГГц, причем последние вырождены в отсутствие маг-
нитного поля B. С основного уровня имеют место сильные переходы 
на первое возбужденное электронное триплетное состояние 3E со вре-
менем жизни ~ 10 нс, из которого центр флуоресцирует обратно на ос-
новное состояние, а также может перейти триплет-синглетной конвер-
сией на уровень 1E синглетного состояния с последующим переходом 
на метастабильный уровень 1A1 (длина волны – λ = 1042 нм). 

 

 
 
Рис. 1. Схематическое представление основных энергетических 

 уровней и переходов NV центра в алмазе [9]. 

 
В основе большинства применений NV-центров в алмазах лежит 

спиновая когерентность основного парамагнитного состояния 3A2 (S = 
1) и возможность управления спиновой поляризацией с большим вре-
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менем когерентности. Манипулирование спиновым состоянием реали-
зуется посредством микроволнового излучения с частотой 2.87 ГГц, 
при этом детектирование спиновых состояний осуществляется опти-
чески, посредством лазерного возбуждения (как правило, удобным 
источником с длиной волны λ = 532 нм), и регистрации интенсивности 
сигнала флуоресценции в диапазоне 650–800 нм или синглетного пе-
рехода на длине волны 1042 нм. Немаловажно отметить возможность 
проведения вышеуказанных исследований с использованием единич-
ного NV-центра, что очень важно для разработки различных сенсоров 
с высоким пространственным разрешением, реализации схем магнит-
ной микроскопии, создании устройств информационных и сенсорных 
технологий на основе структурированного распределения примеси. 

Общий обзор по NV-центрам в алмазах представлен в работах 
[11,12]; отдельные работы посвящены динамике их формирования 
[13], электронной структуре [14,15] и свойствам [16], спектроскопии 
[17]. Следует также отметить, что при использовании единичных NV-
центров в нанообразцах алмаза возникают особенности, связанные с 
поверхностными и размерными эффектами, которые имеют важное 
прикладное значение [18]. 

 
 
3. NV-центры в алмазах в квантовых информационных  
технологиях 
Использование NV-центров в квантовых информационных тех-

нологиях основано на управлении долгоживущими спиновыми состоя-
ниями основного уровня 3A2 посредством электромагнитного излуче-
ния. Время когерентности ограничено дефазировкой и релаксацией, 
обусловленной в основном взаимодействием NV-центра с соседними 
дефектами, в первую очередь – неспаренными атомами азота. В силь-
ных внешних полях это взаимодействие может быть подавлено, и вре-
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мя когерентности может быть существенно увеличено: так, в работе 
[19] удалось увеличить время спиновой когерентности до T2 = 0.6 с 
при температуре 77 К.  

Исследования в области квантовой информации проводятся по 
разным направлениям, включая разработку квантовых компьютеров, 
квантовую коммуникацию, криптографию и телепортацию. Круг задач 
охватывает стабильную генерацию однофотонных импульсов, кванто-
вое распределение ключей, двухкубитные операции, коррекцию кванто-
вых ошибок и т.д. Многочисленные работы подтверждают, что кванто-
вое управление на основе NV-центров в алмазе может успешно исполь-
зоваться для сбора, передачи и обработки квантовой информации. 

В основе квантовой информации лежат квантовые биты-«куби-
ты», и создание физических систем для реализации кубитов является 
критической задачей в разработке квантовых компьютеров. В работе 
[2] проанализированы критерии, которым должны удовлетворять де-
фектные системы в твердых телах для создания, манипуляции и досто-
верной регистрации кубитов и показано, что в ряду возможных систем 
NV-центр в алмазе занимает особенное место благодаря высокой 
устойчивости и возможности работы при комнатной температуре. 

Важным физическим процессом для квантовых информацион-
ных технологий является квантовая «запутанность» (entanglement), 
квантовомеханическое явление, при котором квантовые состоя-
ния двух или большего числа объектов оказываются взаимозависимы-
ми и коррелированными, даже если эти объекты разнесены в прост-
ранстве за пределы любых известных взаимодействий. Это интригую-
щее явление, находящееся в логическом противоречии с принципом 
локальности, не объясняемое в рамках классической физики. Запутан-
ные кубиты в информационных технологиях могут быть использова-
ны для создания логических вентилей, репитеров и квантовых сетей, 
они также лежат в основе квантовой криптографии и телепортации. В 
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работе [3] продемонстрирована «объявленная» (heralded) квантовая за-
путанность двух электронных спиновых кубитов на основе NV-цент-
ров в кристаллах алмаза, разнесенных друг от друга на расстояние 3 
метра. Этот результат можно считать первым шагом к созданию уда-
ленных квантовых сетей на базе твердотельных квантовых регистров. 

Использование квантовых вентилей, основанных на сдвиге гео-
метрической фазы, в квантовых вычислениях позволяет существенно 
повысить устойчивость к ошибкам и сбоям, обусловленными шумами 
и несовершенствами используемой системы. В работе [4] спиновые 
кубиты на одиночных NV-центрах в алмазе были использованы для 
реализации быстрых голономических однокубитных вентилей, рабо-
тающих при комнатной температуре. Достигнут высокий уровень 
достоверности, необходимый для задействования квантовых протоко-
лов исправления ошибок. Учитывая то, что алмазы с одиночными NV-
центрами легко интегрировать в цепи квантовых вычислительных 
систем, а также высокую скорость квантовых вентилей и возможность 
работы без охлаждения, можно говорить о перспективности NV-цент-
ров в квантовых вычислительных технологиях.  

 
 
4. Магнитометрия и сенсорные технологии  
с NV-центрами в алмазах 
Магнитометрия на NV-центрах в алмазе основана на расщеплении 

вырожденных при B = 0 электронных спиновых подуровней ms = ±1 ос-
новного состояния 3A2 во внешнем магнитном поле (сдвиг – 2.8 
МГц/Гс, см. Рис.1). В базовой схеме NV-центр возбуждается непре-
рывным излучением лазера с λ = 532 нм и регистрируется флуоресцен-
ция в красной области спектра на переходе 3E – 3A2. Одновременно 
посредством Ω-петли на кристалл подается микроволновое излучение, 
перестраиваемое по частоте в области D = 2.87 ГГц. При совпадении 
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частоты микроволнового излучения со смещенными в магнитном поле 
переходами ms = 0 → ms = ±1 часть населенности основного уровня 
ms = 0 уводится на уровни ms = ±1, и в спектре оптической флуорес-
ценции образуется провал, по частотному положению которого и оп-
ределяется напряженность магнитного поля. Эта методика известна 
как «оптически детектируемый магнитный резонанс» (ODMR). В оп-
тической схеме магнитометра часто используют технику сканирую-
щей конфокальной микроскопии с применением дихроичного зеркала 
для разделения пучков лазерного возбуждения и флуоресценции NV-
центра [1]. 

Чувствительность магнитометра на NV-центрах можно сущест-
венно увеличить, используя импульсные схемы возбуждения с исполь-
зованием техники так называемых π/2- или π-импульсов в последова-
тельности импульсов Рамсея или конфигурации спинового эхо Хана. 
При этом возбуждающий импульс поляризует спин, который далее ис-
пытывает свободную прецессию в магнитном поле в течение времени 
когерентности, после чего «считывающий» импульс проектирует угол 
поворота, возвращая спин в исходное состояние. Такой методикой 
достигается чувствительность порядка 1 нТл×Гц-1/2. Заметим, что при 
использовании микро- или нано-размерного кристалла с одиночным 
NV-центром [5] достигается пространственное разрешение, достаточ-
ное для картографирования магнитных микроструктур (например, 
жесткого диска компьютера). Обзор магнитометрии на основе NV-
центров в алмазе и применениям приводится в работах [6, 9]. 

Благодаря высокой чувствительности энергии спиновых состоя-
ний к внешним воздействиям NV-центры в алмазе используются так-
же в качестве сенсоров электрического поля и температуры. В работе 
[8] сообщается о достижении чувствительности 200 В×см-1×Гц-1/2, что 
в сочетании с наноразмером сенсора позволяет детектировать единич-
ный элементарный заряд на расстоянии 150 нм. Важно отметить, что 



А.В. Папоян  55 

такой сенсор может быть использован также в режиме сенсора магнит-
ного поля. Высокая чувствительность к внешним полям и исключи-
тельно высокое пространственное разрешение, обеспечиваемое еди-
ничным NV-центром, обусловили его применение в качестве наносен-
сора в биологии [9], позволив также реализовать схемы контрастной 
микроскопии. Используя линейку NV-центров на основе имплантиро-
ванных атомов азота и применяя метод TCPMG, в работе [10] был реа-
лизован температурный сенсор с чувствительностью 10 мК×Гц-1/2, ко-
торый позволяет исследовать сильно-градиентные тепловые процессы 
в наноразмерных системах и микроэлектронике. 

 
 
5. Схема безмикроволнового магнетометра: перспективы 
Прикладной потенциал схем на основе NV-центров в алмазе ог-

раничен необходимостью использования, наряду с оптическим воз-
буждением, также плавно-перестраиваемого микроволнового излуче-
ния в области 2,87 ГГц. Кроме существенного упрощения схем сенсо-
ров, разработка безмикроволновых схем позволила бы расширить об-
ласти применения магнитометрии, в частности, для задач, в которых 
сенсор должен быть расположен близко к проводящим материалам 
(магнитная индукционная томография, картографирование магнитного 
поля и т. д.). Работы, проводимые в этом направлении в последние го-
ды, уже принесли ощутимые результаты. Так, в [7] разработана кон-
цепция безмикроволновой магнитометрии на основе NV-центров в ал-
мазе, в которой управление спиновым состоянием триплета основного 
состояния осуществляется посредством антипересечения уровней при 
приложении постоянного смещающего магнитного поля в 102.4 мТ. 
Достигнута чувствительность на уровне 6 нТл×Гц-1/2, достаточная для 
применений в магнитной микроскопии. 
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Рис. 2.  Проект схемы безмикроволнового магнитометра  
на основе микрокристалла алмаза с NV-центром. 

 
 
В настоящее время обсуждается возможность совместных работ 

учеными из Университета Майнца (Германия) и ИФИ НАН РА по раз-
работке практической схемы магнитометра, в котором микрокристалл 
алмаза с NV-центрами будет установлен на конце волоконного свето-
вода, посредством которого будет осуществляться ввод возбуждающе-
го излучения и вывод излучения флуоресценции, а кристалл будет 
установлен в компактной магнитной головке, состоящей из постоян-
ного магнита и сканирующего электромагнита (Рис.2). Планируется 
также освоение технологии изготовления и тестирования образцов ал-
мазов с NV-центрами в Армении. 
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ABSTRACT 

 
Nitrogen-vacancy (NV) center in diamond behaves as an artificial atom with 

unique characteristics, which allow its perspective usage in a large variety of 
scientific developments and high technologies. In this article, we present a concise 
review on works devoted to properties of NV-center in diamond, and on its 
applications for sensing of magnetic and electric fields, temperature, as well as in 
quantum information technology schemes. Perspectives of technological 
developments in Armenia based on this material are also addressed. 

Keywords: NV center in diamond; artificial atom; optical magnetometry; 
field sensors; quantum information technologies. 

 
 

NV-ԿԵՆՏՐՈՆՆԵՐՈՎ ԱԼՄԱՍՏ. ՀԵՌԱՆԿԱՐԱՅԻՆ ՆՅՈՒԹ ՍԵՆՍՈ-
ՐԱՅԻՆ ԵՎ ՔՎԱՆՏԱՅԻՆ ՏԵԽՆՈԼՈԳԻԱՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ 

 
Ա.Վ. Պապոյան1,2 

 

1 ՀՀ ԳԱԱ Ֆիզիկական հետազոտությունների ինստիտուտ 
2 Հայ-Ռուսական համալսարան 

papoyan@ipr.sci.am 
 

ԱՄՓՈՓՈՒՄ 
 

Ալմաստում ազոտա-վականսիոն (NV)-կենտրոնը արհեստական 
ատոմ է, որի յուրօրինակ բնութագրերը պայմանավորում են այդ նյութի 
օգտագործման հեռանկարայնությունը գիտական մշակումներում և 
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բարձր տեխնոլոգիաներում։ Հոդվածում բերվում է հակիրճ ակնարկ՝ 
նվիրված ալմաստում NV-կենտրոնի հատկություններին և դրա կիրա-
ռություններին՝ որպես մագնիսական ու էլեկտրական դաշտերի և ջեր-
մաստիճանի զգայակ, ինչպես նաև քվանտային տեղեկատվական տեխ-
նոլոգիաների սխեմաներում։ Ներկայացված են նաև Հայաստանում այդ 
նյութի հիման վրա տեխնոլոգիաների զարգացման հեռանկարները։ 

Հիմնաբառեր՝ Ալմաստում NV-կենտրոն, արհեստական ատոմ, օպ-
տիկական մագնիսաչափություն, դաշտերի զգայակներ, քվանտային տե-
ղեկատվական տեխնոլոգիաներ: 
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ABSTRACT 
 

We consider a simple structure of micro resonator  with easy and 
controllable coupling with external excitation wave. The resonator is formed on 
the basis of the dielectric / metal / dielectric structure, where the wave energy is 
stored in a semicylindrical dielectric with a high permeability. Proposed 
microresonator combines the properties of a Fabry-Perot resonator, where the 
input of wave energy is carried through mirrors and a cylindrical resonator, where 
whispering-gallery modes are formed. Based on numerical calculations the mode 
structure are presented, as well as quality factor Q is estimated which can achieve 
up to 105.  

 
 
I. Introduction 
Optical resonators play an extremely important role in modern optics, 

being fundamental not only in any laser device [1–6], but also as etalons for 
optical filtering [7], as tools for very accurate measurements [8–13],  and 
for nonlinear optics experiments [14]. 

One of the most difficult challenges in the design and fabrication of 
efficient integrated microresonator-based photonic devices is the coupling 
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of light into and out of a microresonator without compromising its narrow 
resonance line width. The most widely used microresonator coupling 
devices are evanescent-field couplers of various geometries such as prisms, 
tapered fibers, planar and photonic crystals waveguides, etc.  

The very small size and strong optical confinement of integrated 
planar microdisk and microring resonators, which make them promising 
candidates for large-scale integration, also make them very sensitive to 
fabrication errors that can drastically spoil coupling efficiency. For 
example, if a circular microdisk is laterally coupled to a waveguide via a 
submicron-width air gap, the coupling efficiency strongly depends on the 
gap width. Accurate and repeatable fabrication of such narrow gaps by 
lithographic and etching techniques is a rather challenging task. The smaller 
the microdisk, the more difficult it is to control the coupling coefficient. 

In this paper the simple structure of micro resonator  with easy and 
controllablecoupling with externalexcitation wave is proposed (see Fig.1). 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
Fig. 1. Cross section of semicylindricalmicroresonator. 

 
The considered structureconsists of dielectric substrate covered in top 

by fin metallic film on which placed another dielectric with semi cylindrical 
shape with relatively high refractive index. 

Substrate   

Metal  

Incident field 
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As a result, a resonator is formed, which combines the properties of a 
Fabry-Perot resonator, where the input of wave energy is carried through 
mirrors and a cylindrical resonator, where whispering-gallery modes are 
formed. 

Here, the possibility of simple input and output of radiation is 
combined with the possibility of using the unique properties of an 
evanescent wave on the cylindrical surface of a dielectric. Although the 
value of the quality factor of the proposed resonator (105) is inferior to the 
Q-factors of planar microdisk and microringmicroresonators, however, it 
can be quite sufficient for a wide range of studies. 

It is noteworthy that the proposed microcavity can be upgraded by 
opening a gap in the metal layer near the axis of the semicylinder. The 
process of extraordinary radiation transmission through a subwavelength 
gap in a thin metal plate [15, 16] opens additional possibilities for 
controlling the input of radiation. 

 
 

II. Results and Discussion 
Let, dε , mε , sε  and βε  are the permittivities of the substrate, the 

metal layer, the semicylinder and the surrounding mediumrespectively, R- 
is the radius of the half-cylinder, and the h-thickness of the metal layer. We 
use the cylindrical coordinate system (ρ; φ; z), where z is directed along the 
axis of the semicylinder. 

We determine the behavior of the wave fields using numerical 
calculations. Let’s first consider the case when the electromagnetic wave, 
on the side of the dielectric substrate, incidence normally on to the structure 
(Fig. 1), the electric field strength of which is directed along the axis of the 
semicylinder. Numerical analysis was carried out for the following values 
of the parameters: 2, 25dε = , 12,25sε = , 1βε = , 1R nμ= , h=50nm, values 

of mε  of silver has been chosen according to reference [17]. 
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Three characteristic images for the field distributions Ez in modes 
with a relatively high Q are presented in Fig.2. 

  
(а) 

     
                                                               (b) 

  
(c) 

Fig. 2. The square of electric filed amplitudes distributions in 
microresonatorand resonance curves for different wavelength regions. 
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As it can be see from Fig.2 the mode structure is more complicated 
than in conventional Whispering-Gallery resonators. In some scenarios (see 
Fig.2 b, c) the mode which caring main part of stored energy are travelling 
relatively far from resonator ring edge. 

It is easy to see, that in these modes the wave-field distribution has 
the form typical for cylindrical waves: 

 

( )sin  e t
z mE AJ kp m e ωϕ=  , p < R, sk

c
ωε=                                  (1) 

 

Here ( )mJ kp  is the Bessel function, ω  is the frequency, A 

amplitude. For all three modes presented in Fig. 2 a large odd value of m 
(m = 17; 13; 11) is typically. It should be noted that the calculations carried 
out according Eq.(1) and the results obtained by numerical calculations 
perfectly correspond to each other. 

The quality factor of the resonator on these modes can be determined 
by using the curve of the dependence of the square of the amplitude of the 
field on the length of the incident wave (Fig. 2).It reaches up to 105, which 
ensures the extreme sensitivity of the wave energy accumulated in the 
resonator from the values of the parameters. In particular, a noticeable 
change of the wave energy accumulated in the resonator with a change in 

the dielectric constant of the half-cylinder by 4
sΔ 10ε −=  opens up wide 

possibilities for light control using various nonlinear and electro-optical 
effects (see Fig. 3). 
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Fig. 3. Dependence ofthe square of electric filed amplitude on the 

dielectric constant of a half-cylinder for resonant wavelength  
λ = 1059.92 nm. 

 
III. Conclusion 
Thus, based on the dielectric / metal / insulator structure, an optical 

microresonator can be designed where the wave energy is stored in a 
semicylindrical dielectric with a relatively high permeability. Here, the 
exciting wave incidents from the side of another dielectric with plane-
parallel boundaries and penetrates  into the microcavity through a thin 
metal layer, thereby establishing favorable conditions for an easily 
realizable and controlled connection with the external wave. The structure 
consists of dielectric substrate covered in top by fin metallic film on which 
placed another dielectric with semi cylindrical shape with relatively high 
refractive index. The peculiarity of the proposed microresonatoris that it 
combines the properties as Fabry-Perot resonator, where the input of wave 
energy is carried through mirrors, as well as cylindrical resonator, where 
whispering-gallery modes are formed. Numerical calculations shows that 
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the quality factor can achieve up to 105, which is competitive with another 
types of high Q resonators such as Whispering-Gallery, especially to taking 
into account that the sizes of proposed structure can be much less. On the 
over hand it should be noted that the excitation of proposed resonator is 
much more easier and controllable. The high values of Q ensures the 
extreme sensitivity of the wave energy accumulated in the resonator from 
the values of the parameters. In particular, a noticeable change of the wave 
energy accumulated in the resonator with a change in the dielectric constant 

of the half-cylinder by 4
sΔ 10ε −=  opens up wide possibilities for light 

control using various nonlinear and electro-optical effects. 
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Stoichiometric composition powders and alkoxides of lithium niobate doped 

with different concentration of Ho3+ions were prepared by solid and wet reactions 
respectively. Thin films of LiNbO3:Ho3+ were grown by Sol-Gel method on a 
sapphire substrate of (001) orientation. Obtained powders and fired alkoxides were 
investigated by X-ray diffraction analyses and corresponding lattice parameters 
were obtained. The structure of LiNbO3:Ho3+ thin films was investigated by high 
resolution X-ray reciprocal space mapping. 

 
 
Introduction 
Lithium niobate is one of the most well-known and widely used 

ferroelectric material due to its unique non-linear optical, piezo- and 
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pyroelectric, electro-optical and photorefractive properties. It is widely used 
also in integrated optical, micro- and optoelectronic devices based on 
waveguides and thin film heterostructures. The material is well-known also 
as a multifunctional one providing a possibility of combining non-linear 
optical and lasing properties. Recently, on the base of investigation of 
LiNbO3:Ho3+ crystals it was shown that to the multifunctionality of the 
material a possibility of optical cooling can be added [1].  

Lithium niobate thin films have been created by different techniques 
such as sol-gel [2], vapor deposition [3], liquid phase epitaxy [4], molecular 
beam epitaxy [5], laser deposition [6]. It should be noted, that all the above 
mentioned thin films were exploited to prepare nominally pure lithium 
niobate.  

In the current work we present results on synthesizing of Ho-doped 
lithium niobate powders and alkoxides, growth of LiNbO3:Ho3+ thin films, 
X-ray diffraction analysis of obtained materials. 

 
Experimental details 
Stoichiometric composition lithium niobate powders doped with 

different concentrations of Ho3+ ions were synthesized at 1000oC in two 
steps by solid reactions given below: 

 
2LiCO3+Nb2O3→2LiNbO3+CO2↑                          (1) 

 
2LiNbO3+xHo2O3→2Li1-3xHoxNbO3+3xLi2O↑  (2) 

 
For the growth of thin films complex alkoxides of lithium niobate 

with holmium were synthesized on the base of pre synthesized alkoxides of 
lithium and niobium, as well as holmium chloride.  

Alkoxide of lithium was obtained using metallic lithium and 2-
methoxyethanol: 
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2Li+2ROH→2LiOR+ H2↑    (3) 
 
where R= CH2 CH2 OCH3. 

 
Alkoxide of niobium was obtained using niobium pentachloride, 

alcohol, аmmonia gas and 2-methoxyethanol: 
 

NbCl5+5ROH+NH3→Nb(OR)5+5NH4 Cl   (4) 
 

Equimolar amounts of obtained alkoxides (the precise amount of 
lithium alkoxide was defined by titration) were mixed as a solution and a 
complex solution of lithium niobate was obtained. The mixture was boiled 
during about 5-6 hours until it displayed the required density and viscosity. 
The obtained sol is stored in an atmosphere of dry argon. The required 
amount of impurity ion (Ho3+) was added in a form of holmium chloride to 
the ready-made sol, heated during 3-4 hours and again stored in an 
atmosphere of dry argon.  

The ready-made sol was cast on an optically polished 001 orientated 
sapphire substrate and spin-coated for about 30 sec with a speed of 
4000rpm. During the spinning procedure the sol absorbs moisture and 
becomes a gel. The obtained thin film was put into a furnace at 200oC for 
about 5 minutes. During the drying procedure a part of the organics 
volatilizes. After that the temperature in the furnace was increased with a 
speed of 100 o per hour till 500oC and kept at that temperature during 30 
minutes. The organics volatilizes completely and the film synthesized into a 
crystalline layer. In order to get larger thicknesses, the coating and drying 
procedures with a new portion of sols have been repeated. Three series of 
lithium niobate thin films with different thickness (70nm, 130nm and 
300nm) and doped with different concentrations of Ho3+ ions (0.1mol% and 
1.0mol%) were prepared.  
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X-ray diffraction experiments were carried out on the prepared 
Ho:LiNbO3 powders with a diffractometer type “DrF-2.0” with a Cu Kα 
radiation at λ=1.5405 Å. 

Structural modifications of obtained thin films were investigated by 
high-resolution x-ray reciprocal space mapping. Experiments were done 
with Philips X'Pert diffractometer equipped with a parabolic multilayer 
mirror and 4-bounce Ge (440) monochromator using a CuKα radiation. The 
detector was a Xe proportional counter with a three – bounces channel-cut 
Ge (440) analyzer. The reciprocal space maps were collected in the 
proximity of the symmetric (006) and asymmetric (018) Bragg reflections 
of the sapphire substrate. By comparing the maps obtained from different 
independent Bragg reflections, the deformation matrix was solved and 
lattice parameters of thin films were calculated.  

 
Results and discussions  
The X-ray diffraction patterns of synthesized LiNbO3 powders of 

stoichiometric composition doped with different concentration of Ho3+ ions 
are given in the Fig.1. The obtained data confirm existence of no any other 
phase than lithium niobate. Using the X-ray diffraction patterns the lattice 
parameters of powders have been determined. Results are presented in the 
table 1. In the same table, lattice parameters of Ho-doped congruent 
composition lithium niobate are also presented. 

Analyses of obtained results show that introduction of Ho3+ ions into 
the matrix of lithium niobate in the case of parameter "a" independently on 
the stoichiometry slightly increases with the increase of the concentration 
of the impurity ion. While in the case of parameter "c" it stays unchanged 
for stoichiometric lithium niobate and slightly decreases for congruent 
composition lithium niobate with the increase of the concentration of the 
impurity ion.  
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Fig. 1. X-ray diffraction patterns of synthesized LiNbO3 powders  
of stoichiometric composition doped with different concentration  

(a-0mol%, b-0.1mol%, c-1.0mol%) of Ho3+ ions. 
 
 

Table 1.  
 

Lattice parameters of synthesized LiNbO3 powders of stoichiometric 
and congruent composition doped with different concentration  

(a-0mol%, b-0.1mol%, c-1.0mol%) of Ho3+ ions. 
 

 Powder lattice parameters 
 stoichiometric congruent 
samples a Å c Å a Å c Å 
LN pure 5,147 13,860 5,1545 13,8759 
LN:0.1%Ho 5,149 13,859 5,1544 13,8736 
LN:1% Ho 5,151 13,860 5,156 13,8692 
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The reason of this behavior is not completely clear yet. Probably such 
changes are due to different positions of Ho3+ ions in the lattice of the host 
material depending on the stoichiometry of the latter, as well as the 
concentration of the impurity ion. The last assumption is corroborated also 
by the results of Raman scattering experiment on Ho-doped lithium niobate 
crystals of congruent composition [7]. 

The X-ray diffraction pattern of Ho-doped lithium niobate alkoxide 
fired at 500oC for 3 hours is presented in fig. 2. 

 
 

  
 
 
 
 
 

 

Fig. 2. X-ray diffraction pattern of fired ready-made  
Ho-doped lithium niobate alkoxide. 

 
The obtained X-ray diffraction pattern shows that, besides LiNbO3, 

an intense peak is present, indicating a considerable volume fraction of 
NbO. The reason of an existence of a peak of niobium oxide is due to a 
decomposition of the alkoxide to niobium and lithium oxides during the 
firing procedure and absence of conditions for complete resynthesizing of 
lithium niobate phase.  

X-ray rocking curves of LiNbO3:Ho3+ thin films on sapphire substrate 
presented in fig. 3 show the intense peak of sapphire corresponding to the 
reflection (006) of the substrate and, at lower angles, the peak of lithium 
niobate corresponding to reflection (006). The results confirm that the main 
volume of the crystalline films is epitaxially oriented with the “c” axis 
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parallel to the substrate normal. One can notice also that with a decrease of 
the thickness of the film (the number of layers) the lithium niobate peak 
intensity decreases, while its position is practically independent on Ho3+ 
ions concentration. It should be noticed, that for a thin film with a thickness 
of 70nm the peak corresponding to lithium niobate is negligibly small. 

 
 

Fig. 3. X-ray diffraction patterns of thin films. with different thickness 
a) LiNbO3:0.1mol%Ho3+, thickness 300nm, b) LiNbO3:1.0mol%Ho3+, 

thickness 300nm, c) LiNbO3:0.1mol%Ho3+, thickness 130nm. 
 
 

Calculated values of “a” and “c” lattice parameters of 
LiNbO3:0.1mol% Ho3+ thin films with a nominal thickness of 300nm, on 
the base of results of high-resolution X-ray reciprocal space mapping (not 
shown), were equal respectively to 5.176±0.022 Å and 13.8659±0.0081 Å. 
The results show that, the structures of obtained films are, within 
experimental errors, the same as the LN:Ho powders. This indicates that the 
film is fully relaxed with respect to the sapphire substrate. 
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Conclusions 
Conditions for syntheses of stoichiometric composition powders and 

alkoxide of lithium niobate doped with different concentration of Ho3+ions 
by solid and wet reactions respectively and for the growth of LiNbO3:Ho3+ 
thin films by Sol-Gel method were found. An increase of the concentration 
of impurity Ho3+ ions in stoichiometric lithium niobate leads to an increase 
of the value of lattice parameter "a", while parameter "c" stays unchanged. 
The main part of crystalline LiNbO3:Ho3+ films is oriented with the (001) 
plane parallel to the surface of the sapphire substrate. The LiNbO3:Ho3+ 
thin films are in a fully relaxed state with respect to the underlying sapphire 
substrate. 
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АННОТАЦИЯ 
 

В данной статье рассматривается квантомеханическая задача одночастич-
ных состояний в квантовом кольце в сферическом нанослое в присутствии поля 
дираковского монополя. В качестве ограничивающих потенциалов в радиальном 
и полярном направлениях выбраны прямоугольные ямы с непроницаемыми 
стенками. В рамках данной модели найдены аналитические выражения для вол-
новых функции и энергетического спектра. Исследована зависимость энергии 
электрона от размеров кольца и заряда магнитного монополя. 

Ключевые слова: квантовое кольцо, сферический нанослой, монополь 
Дирака. 

 
 
Введение 
Теоретическое исследование электронных состояний в слоистых 

наноструктурах берет начало с пионерских работ Чакраборти и Пите-
лайнена [1–3]. Авторы рассмотрели одноэлектронные и многоэлект-
ронные состояния в квантовых кольцах. Были исследованы влияние 
примесей, а также внешнего магнитного поля. Для описания движения 



В. Шахназарян  97 

электрона внутри кольца, с учетом ограничения движения как на 
внешнем, так и на внутреннем радиусах кольца авторами была предло-

жена модель ограничивающего потенциала в форме ( ) ( )2
0rrrVconf −= κ , 

где κ  характеризует интенсивность локализации электрона. 
Помимо слоистых структур цилиндрической формы были рас-

смотрены также сферические нанослои [4–6].  Можно утверждать, что 
разность между уровнями энергии в радиальном направлении тем 
больше, чем уже рассматриваемый слой [7]. В этой ситуации мы мо-
жем сказать, что каждый уровень радиального квантования соответст-
вует семейству вращательных уровней. Это означает, что при относи-
тельно низких энергиях можно предположить, что электрон находится 
в основном состоянии радиального направления. Прямой расчет пока-
зывает, что электрон локализован в центре квантового слоя. Таким об-
разом, в случае кольцеобразной слоистой структуры малой толщины 
задача сводится к задаче двумерного ротатора, а в случае сферическо-
го квантового слоя приходим к задаче сферического ротатора [8]. 

В приведенных выше работах частица двигалась по всей поверх-
ности сферы. Однако интересная ситуация возникает, когда движение 
электрона ограничивается и в полярном направлении. Одноэлектрон-
ные и двухэлектронные состояния, а также оптические свойства таких 
структур, названных квантовыми кольцами на сферической поверх-
ности, были исследованы в работах [9–11]. В качестве ограничиваю-
щего потенциала в полярном направлении выбирались модель прямо-
угольной ямы с непроницаемыми стенками и так называемый комп-
лексно-проектируемый сингулярный осциллятор, предложенный Бе-
луччи и Нерсисяном [12]. Симметрия рассматриваемой структуры и 
выбранных потенциалов позволяет найти аналитические решения од-
ноэлектронного уравнения Шредингера и при наличии в центре струк-
туры монополя Дирака [13, 14]. Последняя, помимо добавки векторно-
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го потенциала в кинетический оператор Гамильтониана, также добав-
ляет центростремительный член в потенциальную энергию 

( ) ( ) 2

22

2
,,

r
srUrU

μ
θθ h+→ ,                                   (1) 

 
где ,...23,1,21,0 ±±±=s  

 Целью данной работы является исследование влияния монополя 
Дирака, помещенного в центр сферического нанослоя, на электронные 
состояния системы. 

 
Теория 
Рассмотрим задачу квантового кольца на сферической поверх-

ности в присутствии дираковского монополя, потенциал которого за-
дается выражением (1). В сферических координатах стационарное 
уравнение Шредингера для такой системы запишется следующим об-
разом: 
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( )e μ  – эффективная масса (заряд) электрона, c  обозначает скорость 

света. Радиальный ограничивающий потенциал выбран в виде прямоу-
гольной непроницаемой ямы 
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⎨
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21rV rad
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где 1R  и 2R  являются внутренним и внешним радиусом слоя. Считая 

толщину слоя очень малой, можно факторизовать волновую фунцкию 
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в виде ( ) ( ) ( )ϕθχϕθ ,, 0 rRr,ψ = , где ( )rR0  есть собственная фунцкия 

основного состояния радиального уравнения 

( ) ( ) ( ) ( )rRErRrVrR
dr
d

rdr
d radrad

conf =+⎟⎟
⎠
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2 2

22

μ
h ,               (5) 

где ( ) ,...,,NRRNE rad 321      ,2 2
21

222 =−= μπ h . В явном виде 

радиальная волновая фунцкия записывается как 

( ) ( ) ( )[ ]rJDrD
r

rR λλπλ
2

1
2

1 210 2 −+= , где 2
02 hradEμλ = , ( )xJυ  

фунцкия Бесселя первого рода, 1D , 2D  – нормировочные константы. 

Таким образом, задача свелась к эффективно двумерному движению 
электрона по поверхности сферы с радиусом. 

До того, как приступить к анализу угловой задачи, необходимо 
конкретизировать вид углового ограничивающего потенциала. В дан-
ной работе рассмотрен случай углового ограничения в виде прямоу-
гольной ямы с непроницаемыми стенками: 
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где 1θ , 2θ  есть граничные углы в полярном направлении. Однако 

следует отметить, что задача имеет аналитическое решение и в случае 
углового ограничивающего потенциала, заданного в форме комплекс-

но-проектируемого N -мерного ( NCP ) осциллятора [15]. 
Внутри области ограничения угловая часть уравнения Шредин-

гера запишется как: 
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Подставляя решение в виде ( ) ( ) ( )ϕθϕθ imPf exp, =  и введя обоз-

начения ( ) ( )1
2

   ,2 02

2

+=−=+ llEE
r

sm radeff

h

μ
λ , приходим к уравнению 

типа Пешля-Теллера: 
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Решение уравнение (8) имеет форму ( ) ( ) ( )θθθ 2211 PCPCP += , где 
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Энергетический спектр находится из выполнения граничных 

условий 

( ) ( )
( ) ( ) 0

2221

1211 =
θθ
θθ

PP
PP

. (11) 
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Рис. 1. Зависимость квантового числа l  от угла ограничения.  
 

Для нахождения энергетического спектра необходимо решить 
уравнение (11) численно. Интересно отметить, что решение при выбо-
ре подобного рода потенциала ограничения имеет универсальный ха-
рактер и совершенно не зависит от конкретного типа материалов. На 
рисунке 1 показана зависимость квантового числа l , характеризую-
щего энергию углового движения от значения ограничивающего угла 

2θ  при различных значениях магнитного квантового числа m  и заряда 

монополя s . Следует отметить, что, в отличие от задач со сферичес-
кой симметрией, в случае кольцевой симметрии l  более не принимает 
целочисленные значения [11]. Уменьшение значения l  с ростом угла 
объясняется увеличением объема квантования, которая приводит к 
уменьшению энергии электронных состояний. 

На Рис. 2 показана зависимость l  от магнитного заряда s  при 
различных значений магнитного квантового числа. При этом, будем 

считать граничные углы зафиксированными и равными 
61
πθ = , 
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32
πθ = . Результаты показаны для нижнего энергетического состояния. 

Сплошные линии приведены для лучшей видимости. Как следует из 
рисунка, энергия растет с увеличением числа заряда монополя. Одна-
ко при ненулевых значениях магнитного квантового числа минимум 
сдвигается (см. рисунок). Также следует отметить, что при фиксиро-
ванном значении модуля заряда монополя энергия вырождена по от-
ношению магнитного квантового числа m. 

 

 
Рисунок 2. Зависимость квантового числа l  от заряда  

дираковского монополя.  
  
 
Заключение 
Резюмируя, рассмотрена задача одночастичных состояний в 

квантовом кольце в сферическом нанослое в присутствии поля дира-
ковского монополя. В качестве ограничивающих потенциалов в ра-
диальном и полярном направлениях выбраны прямоугольные ямы с 
непроницаемыми стенками. В рамках выбранной модели найдены ана-
литические выражения для энергетического спектра и волновых функ-
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ций. Последние выражаются посредством гипергеометрических функ-
ций. Исследована зависимость энергии электронных состояний от раз-
меров кольца и заряда магнитного монополя.  
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ONE ELECTRON STATES IN QUANTUM RING ON A SPHERE IN A 
PRESENCE OF THE DIRAC MONOPOLE 

 
V. Shahnazaryan1,2,3 

 

1 University of Iceland 
2 Russian-Armenian University 

3 Armenian National Polytechnical University 
vanikshahnazaryan@gmail.com  

 
ABSTRACT 

 
We discuss the problem of one electronic states in quantum ring in a 

spherical nanolayer in the presence of Dirac monopole. The confinement potential 
in radial and polar directions is chosen in the form of rectangular impenetrable 
walls. In the framework of the model analytic expressions for wave function and 
energy spectrum are found. We study the dependence of electron energy on the 
geometrical parameters of quantum ring and monopole charge.  

Keywords: quantum ring, spherical nanolayer, Dirac monopole. 
 
 

ՄԵԿԷԼԵԿՏՐՈՆԱՅԻՆ ՎԻՃԱԿՆԵՐ ՍՖԵՐԻԿ ՔՎԱՆՏԱՅԻՆ ՕՂԱԿՈՒՄ 

ԴԻՐԱԿԻ ՄՈՆՈՊՈԼԻ ԴԱՇՏԻ ԱՌԿԱՅՈՒԹՅԱՄԲ  

Վ. Շահնազարյան1,2,3 

1 Իսլանդիաի համալսարան 
2 Հայ-Ռուսական համալսարան 

3 ԻՏՄՕ համալսարան 
vanikshahnazaryan@gmail.com  

 
ԱՄՓՈՓՈՒՄ 

 

Դիտարկված է մեկէլեկտրոնային վիճակների քվանտոմեխանիկա-

կան խնդիրը սֆերիկ քվանտային օղակում դիրակյան մոնոպոլի առկա-

յությամբ: Ռադիալ և բեվեռային ուղղություններով սահմանափակող պո-
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տենցիալը ընտրված է ուղղանկյունաձև անթափանց պատերով քվան-

տային փոսի տեսքով: Ընտրված մոդելի շրջանակներում ստացված են ա-

նալիտիկ արտահայտություններ ալիքային ֆունկցիայի և էներգետիկ 

սպեկտրի համար: Հետազոտված է էլեկրոնային վիճակների էներգիանե-

րի կախումը քվանտային թղակի չափերից և մոնոպոլի լիցքից: Հետա-

զոտված է մոնոպոլի առկայության ազդեցությունը միչգոտիական օպտի-

կական անցումների վրա: 

Հիմնաբառեր՝ քվանտային օղակ, սֆերիկ նանոշերտ, Դիրակի մո-

նոպոլ: 
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ABSTRACT 
 

A formalism for studying the inversion channel region Coulomb interaction 
properties in field effect transistor (FET) structure in account of inhomogeneous and 
finite dielectric background is introduced. For that interaction potential ),( zρϕ  
expression in a four-layer FET structure is obtained in the first time. Analytical study 
of ),( zρϕ  in a three-layer FET structure is delivered as well. As received, ),( zρϕ  
is enhanced twice in relation to semiconductor/dielectric two- and three- layer 
dielectrically homogeneous system cases. 

Keywords: inversion channel, finite dielectric layer, interaction potential, FET 
structure.  

 
 

1.Introduction 
The metal–oxide–semiconductor field-effect transistors (MOSFETs) 

for more than four decades have been scaled on silicon (Si) mainly due to 
its thermal SiO2 oxide proper gate dielectric properties. As nowadays 

                                                      
* Corresponding author’s E-mail: ahkamo@yahoo.com 
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MOSFETs scaling is reaching its physical and optimal limits since devices 
have been getting smaller, the scaling down into sub-nanometer equivalent 
oxide thickness range by dielectric layer with high dielectric constant value 
(high – к dielectric) is of critical importance [1]. Thus that it is exactly 
reasonable to replace the SiO2 by a gate high – к dielectric in which case 
already Si loses some of its domination and alternative semiconductor 
environment could be used as the MOSFET high mobility channel.  

Many materials such as III-V key semiconductors, few-layer 
graphene and metal dichalcogenides have been raised a consideration for 
ultra-low power, high-speed MOSFET application as well as innovative 
structures due to their high electron (hole) mobility properties as compared 
to Si. For those applications, the deposition of high - k gate dielectric on 
aforementioned materials with good interface quality that enhance the gate 
oxide–semiconductor interface thermodynamically is very important for the 
effective performance of devices. At present it is technically realistic to 
replace the SiO2 by a gate dielectrics with a much higher dielectric constant 
such as HfO2, ZrO2 or La2O3 in the surface-channel inversion-mode III–V 
MOSFETs with atomic layer deposition [2, 3]. 

Despite the progress both in the fabrication and in component 
materials unusual combination choice, all MOSFET systems for their 
functioning demonstrate common feature is that it requires one or several 
finite thickness dielectric layer media exhibiting important polarization 
effects due to the difference between dielectric constants of the channel and 
barriers regions [4]. As result, the spatial proximity of the metal gate and 
finite thickness dielectric environment would reasonably modify the 
interaction potential in inversion channel region in comparison with the 
host semiconductor environment itself.  

Calculation of inversion channel region Coulomb interaction 
properties in MOSFET structure in account of inhomogeneous and finite 
dielectric background is the main aim of this paper. 
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2.Coulomb interaction properties in a four-layer  
MOSFET structure 
We discuss a four-layer heterogeneous structure in which region 

)( DLz +−≤  is occupied by a gate metal, region 

LzDL −≤<+− )(  by a dielectric with dielectric 

constant Dε  of thickness D, region 0≤<− zL  by 

an intermediate dielectric layer with dielectric 
constant Lε  of thickness L and region ∞≤< z0  

by a semiconductor substrate with dielectric 
constant Sε  as shown in Fig. 1. The z axis is 

perpendicular to the interfaces. The point charge e 
at the site with coordinates ρ = 0, z = z0 ( ρ - is two-
dimensional (2D) plane coordinate) placed in the 

oxide/semiconductor junction region with 2D inversion layer.  
Let consider the Coulomb interaction issues in such MOSFET 

structure. The Coulomb interaction potential ),( zρϕ  of point charge is 

related to Poisson’s equation as  

 )(4)( 0
2 rrer

S
r

rrr
r −−=∇ δ

ε
πϕ ,                                  (1)  

where )( 0rr rr −δ - is Dirac-delta function, ),( zrr ρ=  and ),0( 000 zrr = . 

Here we are utilizing the cylindrical coordinate system ρ, φ, z. For 
that now are expressing the interaction potential in Fourier components 

),( zkϕ  with respect to the coordinate ρ as  
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where k
r

 – is the electron 2D plane vector and 0J  – is the 0-th order Bessel 

function.  
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Fig. 1. Four layer FET 
system 
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The Poisson’s equation (1) with Exp. (2) for the discussed system 
then gets the form[5, 6]  
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The appropriate solution of the equation (3) possess inhomogeneous  
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parts, comparatively, where ( )kLLDkLDk
ab eeeCC −++ −= )2()(

33 . 

Combining Exps. (4), (5) with Maxwell boundary conditions  
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the general solution of Poisson’s equation (3) is given by  
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which is the comprehensive expression of the Coulomb interaction potential 
in inversion layer region for the discussed four-layer structure.  

From Exp. (7) follows specific well known Coulomb potential 
particular expressions for the realistic heterogeneous structures such as:  

1. In the absence of any dielectric layer, i.e. 0== LD , the Exp. (7) 
reduces to the classic expression of the non conductor/ conductor junction case  

 { })(
0

002),,( zzkzzk

S

eeezzk +−−− −=
ε
πϕ  ;                           (8) 

2. In the absence of both metal and any one dielectric layer, i.e. 0=L  
with ∞→D  ( 0=D  with ∞→L ), the interaction potential reduces to 
semiconductor/bulk dielectric junction corresponding expression* [5] 
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3. In the presence of one dielectric layer, i.e. 0=L , the interaction 
potential goes to expression 
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 (10) 

for the semiconductor/dielectric layer/metal junctions case [7]. 
 

3. Coulomb interaction potential in a three-layer  
MOSFET structure 
Let now discuss Coulomb interaction potential properties after the 

Exp. (10) in a three-layer structure. 
As well known, the effective thickness of the inversion layer in 

discussed structures is of the order of d ~ (a0 / nS)1/3 << r0 , where nS  is the 
surface density of the electrons in the layer, r0 = nS

1/3 – is the average 

                                                      
* Obtained previously in [4], corresponding only to the case of very thin intermediate 
dielectric layer (kL<<1) in four-layer FET structure, Coulomb interaction potential 
expression goes into Eq. (9) barely under the condition L= 0. 
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distance between electrons, and a0 is the effective Bohr radius in a bulk 
semiconductor. Thus, an important role will be played subsequently by 
values of ρ that are large compared with d. For the latter there exists in the 
2D wave vector interval k such that k d << 1. Therefore, Exp. (10) should 
be averaged under the conditions k z << 1 and k z0 << 1, and as a result 
have [7] 

 )(
14)(

kLcthk
ek

DS εε
πϕ

+
= .                              (11) 

In turn, for a thin enough dielectric layer with thickness D ~ d, which 
usually holds in real structures, for the aforementioned long wave related k 
vectors the additional condition k D < 1 can fulfilled as well. For that case 
Exp. (11) then can lead to the specific result in the form  
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Here an expression of the three-layer FET structure Coulomb 
interaction potential Fourier-image is obtained, which with Eq. (2) will lead 
to the real–space potential final form such as 
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where )(xH and )(xN  are Struve and Neumann functions. 

 
4. Conclusions  
1. Coulomb interaction potential in discussed case holds both the 

same k- and ρ- dependences as 2D screened counterparts in 
semiconductor/dielectric two- [5] and three- [6] layer dielectrically 
homogeneous systems. As follows, the metal gate here modifies the 
Coulomb interaction in the same manner such as the 2DEG by means of the 
statically screening effect in aforementioned systems.  
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2.The quantity, analogous to the screening parameter in noted 
homogeneous systems, here in Exp. (12) depends on both from the 
dielectric layer thickness and the neighboring media dielectric constants 
ratio (in 2DEG screened cases screening parameter is expressed by bulk 
sample Bohr radius only [5, 6]).  

3. Since the interaction potential after Exp. (13) strongly depends on 
both dielectric layer thickness and dielectric constant value, by mutual 
manipulating of these quantities with Sε  we receive the access to discuss 

the coulomb characteristic phenomena specific to both low-k ( SD εε /  < 1 ) 

and high-k ( SD εε /  > 1 ) environment cases. 

4.The interaction potential after Exp. (13) due to the factor 2/Sε  in the 

denominator is enhanced twice in relation to semiconductor/dielectric two- 
and three- layer dielectrically homogeneous system cases which is the 
characteristic property of discussed structure. In aforementioned cases the 
noted factor appears in the strong low-k environment case only [5, 6].  
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ABSTRACT 

 
In the framework of the adiabatic approximation, the energy states of electron 

are investigated in conical quantum dot in the presence of electric field. Analytical 
expressions for particle energy spectrum and wave function are obtained. The 
dependences of the energy on the conical high and radius of the base of cone are 
obtained. The behaviour of the energy levels depending on the external field 
magnitude is revealed. The electron localization probability density are plotted  

Keywords: Conical quantum dot, electric field, adiabatic approximation 
 
 
1. Introduction 
The conical quantum dots (CQD) are zero-dimensional quantum 

nanostructure with nontrivial geometry. Analytic description of electronic 
states in CQDs is difficult problem [1-5]. From the other side, an 
availability of many geometrical parameters characterizing the CQD allows 
to realize flexible manipulation of the energy levels of the charge carriers in 
these systems. The radius of the base, the height (or, equivalently, the cone 
angle) are from above mentioned geometric parameters of CQD. 

It is clear, that changing geometrical parameters of CQD we can 
manipulate the energy levels of the electrons in these systems which lead to 
the change of the intraband and interband quantum transitions behavior. 
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Theoretical study of physical processes in the CQD was held in [5–7]. It 
should be noted, that for the theoretical description the form of confining 
potential of observed nanostructure has fundamental importance. In such 
systems, an important role may play, in particular, a mechanical stress 
effects. This question has been studied in [8, 9]. 

In addition to the manipulation of energy levels with geometrical 
parameters, the external electric and magnetic fields causing quantization 
are alternative tools of control. The strong external fields, at certain values 
of their intensities, may have the same, or even stronger size quantization 
effect on the energy spectrum than the QDs shape variation. Note, that the 
electric field affects the electron motion only in axial direction. 

In this paper the energy states of electron in CQD are investigated in 
the presence of electric filed within the framework of adiabatic 
approximation. 

 
2. Theory 
Let us to consider an impenetrable conical QD with H  height, R  

radius of the base of cone and θ  angle of the top of cone. Note that we 
consider the case of small angles of the top of cone 1θ , which means 
that R H  and hence 1tg R Hθ = . Such a case is possible when, 

during the experiment, conical quantum dots were grown with high height 
[1-3]. Condition 1θ  gives us opportunity to apply geometrical adiabatic 
approximation for solving the problem. The potential energy of electron in 
such structure has the following form: 

 ( ) 0, ,
, ,

, .conf

particle
U z

particle
ρ ϕ

∈ Δ⎧
= ⎨∞ ∉ Δ⎩

   (1) 

As it follows from the geometrical form of CQD that the electron 
motion along the radial direction occurs more rapidly than along the z-
direction. This allows one to use the adiabatic approximation. The 
frequency of the radial “motion” is much greater than the frequency 
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characterizing the “motion” along the axis of the cone. Consequently, the 
Hamiltonian of the system can be represented as a sum of the Hamiltonians 

for the “fast” ( ˆ
fH ) and “slow” ( ˆ

sH ) subsystems: 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ, , , ; , , ,f sH z H z H zρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ= +    (2) 

where 

( ) ( )
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2 2

2 2

2 2

2
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2

ˆ .
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f conf
e
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e

H z U z
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H z eFz
m z

ρ ϕ ρ ρ ϕ
ρ ρ ρ ρ ϕ∗

∗

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∂= − −
∂

 (3) 

where em∗  – effective mass of charge carrier, F  is electric field magnitude. 

Axial variable z in ( )ˆ , ;fH zρ ϕ  plays the role of a constant parameter. 

According to geometrical adiabatic approximation, the wave function of the 
system is represented as following: 

 ( ) ( ) ( ), , z ; .imCe f z zϕρ ϕ ρ χΨ =                (4) 

After solving the Schrödinger equation for the “fast” subsystem for 
the energy and wave function we get 

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

2
1, 1,

, 2 2
1 1,

1
; .

1
,

1

m n m n m
n m

m n m

J R z H
f z E z

z H Rz H RJ
ρ ρ

ρ

ρ

λ ρ λ
ρ

π λ
+ +

+ +

−
= =

−−
      (5) 

where ,n mρ
λ  are zeros of the Bessel functions of the first kind 

( )0,1,2,...nρ =  [10]. For the lower levels of the spectrum the particle is 

mainly localized in the region z H . Based on this we expand ( ),
rad
n mE z

ρ
 

into a series: 

 ( ) ( ) ( )
2

0 0
, 1 1 2 ,rad

rad radn m
z zE z E E
H Hρ

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ≈ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (6) 
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where ( )
2 2

,0
22

n m
rad

e

E
m R

ρ
λ

∗= . The relation (6) represents an effective potential 

which is incorporated in Schrödinger equation of the “slow” subsystem 
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2 1 2 .
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e

zz E z eFz z E z
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Finally, for the axial wave function and total energy of the system we 
can write: 
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1 1
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  (8) 

where { }1nα + , ( )0,1, 2,...n =  are zeros of the Airy function of the first kind 

( 1 2.338α ≈ − , 2 4.087α ≈ −  etc.) [10]. 

 
3. Result and Discussion 
Let’s proceed to the discussion of the results. Note that the numerical 

calculations are made for the conical QD from GaAs with the following 

parameters: 0.067e em m∗ = , 13.18κ = , 5.275RE = me V, 104Ba = Å. Fig. 1 

shows the dependence of the energy levels of the charge carrier from the 
base radius of CQD for the fixed value of the CQD’s height. 

 

Fig. 1. The dependence of the 
energy levels of the electron 

from the base radius of CQD 
for the fixed value of the 

height 
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.  
 

Note that each level of the “fast” subsystem has a family of “slow” 
subsystem levels positioned thereupon. One can see from Fig. 1 with 
increasing base radius energy of the particle reduces, since the 
contribution to the energy of the size quantization decreases. The 
difference between the energy levels of the same energy level's family is 
increased with increase in the axial quantum number. For example: 

10 1.12 RE EΔ = , when 1.5 BR a= , 10 BH a=  ( )0, 0n mρ = =  and 

10 3.4 RE EΔ = , when 1.5 BR a= , 10 BH a=  ( )1, 0n mρ = = . Note that the 

transition frequency between this energy levels are 

( ) 12 1
10 0, 0 1.43 10n m cρ

−ΔΩ = = = ⋅  and ( ) 12 1
10 1, 0 4.3 10n m cρ

−ΔΩ = = = ⋅ , 

which falls into the IR part of spectrum. Fig. 2 shows the dependence of the 
energy levels of the electron from the height of CQD for the fixed value of 
the CQD’s base radius. The dependence of the energy levels on the height 
of CQD has the same behaviour to the dependence of radius: with the 
increase of the height energy levels are reduced. 

Note that the total energy of the system is more “sensitive” to changes 
of the R  parameter, which is a consequence of the higher contribution of 
size quantization into the electron energy in radial direction. The same 
increase in the difference between the energy levels of the same energy 
level's family is occurs for this dependence. 

Fig. 2. The dependence of the 
energy levels of the electron 
from the height of CQD for 
the fixed value of the base 

radius. 
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Fig. 3. The dependence of 
the electron probability 

density on the magnitude 
of the electric field. 

 
 
 
 
 
 

Fig. 4. The dependence of 
the electron energy on the 
magnitude of the electric 

field. 

 

 

Fig. 3 shows the dependence of the electron probability density on the 
magnitude of electric field, for the different directions of the field. As we 
can see from the figure, the applied electric field lead to the change of the 
localization area of the electron. Wherein, the electron shifts to the CQD 
base when the field is directed to the top of the cone. The change in the 
direction of the field leads to the opposite effect. Finally, Fig. 4 shows the 
dependence of the electron energy on the electric field magnitude, when the 
field directed to the top of CQD. As we can see, with the increase of the 
field value the electron energy decreases. 
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4. Conclusion 
Summarizing, the electronic states and optical properties of CQD are 

studied. The dependence of energy levels on the geometrical parameters of 
CQD and external electric field magnitude are obtained analytically with 
the help of adiabatic approximation. Each level of the “fast” subsystem has 
a family of “slow” subsystem levels positioned thereupon. The applied field 
lead to the change of the electron localization area and the decrease of the 
electron energy. 
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